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Vorbemerkimg. 

Die folgende Äbhnndlan^, wokhe das sogesumt« Bayes- 
Bche Theorem entliält, l)il<let einen enlacbeidenden Wcn<l»- 
piinkt in der Ejitwicklung ilcr Wahracheiiilifhlieit*refhnmig. 
Sie vurwaudelte diese Disziplin aus einem bloßen Spiel de» 
Geistes In eine ernste Wissenschaft, indem sie den Onind fUr 
die empiriseliB Bestimmung der mathematiücbea WaUrseliein- 
lichkett legte und damit die Anwend)>&rkeit dieses Beiriffes 
auf andere Gegenstilude als Olflckssgiiele, bei denen die Wahr- 
Bcheinliclikeit oder Cbance düreh die Bedingungen des Spieles 
apriori festgelegt iat, erniügliehte. 

Die Abliandlung iat eist nach des Verfassers Tode dufch 
likhard I'riec herausgegeben worden in zwei Abschnitten, die 
durch Zusätze des Herausgebers stark vermehrt sind. Diese 
Zusätze sind zum Olüeke von dem ans Bayes' hinterlasäenen 
Papieren Mitgeteilten deutlich geschieden und in der vorliegen- 
den Übersetzung fortgelassen worden , denn sie enthalten im 
Verhältnis zu dem breiten Raum, den sie eisnehraen, nicht 
hinreichend wiclifiges MateriaJ, am ihre ernente Ueransgabe 
zu rechtfertigen. 

Dagegen liegt von Bayes' eigener Arbeit nur ein Teil fertig 
ausgeführt vor. Der Teil, den PHi-c nacbtrfiglich veröffentlichte, 
ist zwar der Ilauptsnchc nach vollendet, aber doch wohl Dar 
einem Konzepte entnommen. Ein dritter Teil ist völlig nnfertig 
überliefert, nnd l'rict hat (ob ihm nnn die Fähigkeit oder die 
Lust fehlte) die notwendigen Ergänzungen nicht nachgetragen. 
Sie ließen sich aber mit leichter Mtlhe geben und sind hier 
der Bequemlichkeit wegon direkt iu den Text eingefügt, iAdem 
Bie sich so gut wie möglich der DarsteUang in den Ubrigea 
Partien anzupassen suchen. Ebenso sind im zweiten Teile 
zur Vervollständigung der Ableitung ein paar kiii-zere Znsitze 
eingeschoben worden. Diese Zuäittze sind dadurch kenntlich 
gemacht, daß sie in eckige Klammern [] eingeschlossen sind. 
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Erstes Stück. 

(PhiloBopliical Transactionp, Vol. Ö3, 1763, pp. 376—398.) 

Problem, 

Gegeben die Anzahl Male, die ein unbekanntes Ereignia 
eingetreten nnd ausgeblieben iat. Gesucht die (''hance, daß 
die Wahracheinliobkeit seines Eintretens bei einem einzelnen 
Versuch irgendwo zwischen uwei angebbaren Graden der Wahr- 
schßinlichltoit liegt. 



Erster Abschnitt. 

Definitionen. 

1. Mehrere Ereignisse sind unvereinbar, wenn das Ein- 
treten eines von ihnen das Einti'etcn der librigen ausachlioßt. 

2. Zwei Ereif^nisae sind entgegengeaetzt, wenn eines 
von ihnen eintreten muß, aber beide zuBammen nicht einti'eten 
kOunen. 

3. Man sagt, ein Ereignia bleibt ans, wenn es nicht 
eintritt, oder wenn, was dasselbe heißt, das entgegengesetzte 
Ereignis eintritt. 

4. Man aagt, ein Ereignis ist entschieden, wenn es 
entweder eingetreten oder ansgelilieben iat, 

5. Die Wahrach einlichkeit eines Ereignisaes iat 
das Verhältnis zwischen dem Werte, welcher einer an das 
Eintreten des Ereignisses geknüpften Ei"wartung zu geben iat, 
und dem Werte des in diesem Falle erwarteten Gewinnes. 

(i. Unter Chance verstehe ich dasselbe wie nnter Wahr- 
scheinlichkeit. 

7. Ereignisse sind unabhängig, wenn das Eintieten des 
einen die Wahrscheinlichkeit der übrigen weder vermindert, 
noch vermehrt. 

r 
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WabracLeinllclikeitsreoliniiiig. 6 

Lehrsatz 1. 

Wenn viehrcrc Ereignisse 'unvereinbar sind, so ist die 
Wahrsvheinlichkeit , daß das eine oder ändere tmt ihnen ein~ 
tritt, ffleirh der Summe der Wahrscheiniiebkeiten eines jeden 
von ihnen. 

Vorauägeaetzt, daß drei solche Ereignisse existieren, und 
ich, wenn einta von iLueu eintritt, die Summe N erhalte, 
endlich daß die Wahrscheinlichkeiten des ersten, zweiten, 

dritten der Reilie nach jtt, -»ri -^j sind, dann ist [nach der 

Definition der Wahrscheinlichkeit) der Wert meiner Erwartung 
vom ersten Ereignis a, vom zweiten b und vom dritten c. 
Deswegen ist der Wert meiner Erwartungen von allen dreien 
a~\~b-^ c. Aher die Summe meiner Erwartungen von alleu 
dreien ist in diesem Falle die Erwartung, die Summe N zn 
erhalten, wenn eines der drei Ereignisse einü'itt. Daher iat 
(nach DeGnition 5] die Wahrscheinlichkeit des einen oder an- 
dern von diesen Ereignissen 



a-j-fi-f-t! , « , b , c 
"dsi" ^ + ^ + lir . 



N N ' N ' N 

alBO die Summe der Wahrscheinlichkeiten eines jeden von 
ihnen. 

Zusatz. Wenn es gewiß ist, daß das eine oder andere 
der drei Ereignisse eintreten muß, dann wird (i -\- h + c = N. 
Denn in diesem Falle kommen alle einzelnen Ern'ai'tuugen 
zusammen der bestimmten Erwartung der Summe N gleich, 
und ihre Werte müssen zusammen N ergeben. Hieraus ist 
einlenchtend, daß die Wuhrscheinliehkeit eines Ereignisses zu 
der Wahrscheinlichkeit seines Ausbleibens (oder des entgegen- 
gesetzten Ereignisses) addiert das Verhältnis der Uleichheit 
ergibt. Denn dies sind zwei unvereinbare Ereignisse, von 
denen eines eintreten muß. Wenn deswegen die Wahrschein- 

p 
lichkeit eines Ereignisses ~ ist so ist die seines Ausbleibens 



Lehrsatz 2. 
Wenn an das Eintreten eines Ereignisses eine Erwartung 
geknüpft wird, so veyliäll sieh die Wahrsi-heijiHchlceil des Ereig- 
nisses XU der Wahrscheinlichkeit seines Ausbleibens wie der Ver- 
last bei seinem Ausbleiben "Ai dem Qeivlnn- bei seinem Eintreten. 
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Vorausgesetzt, daß eine Person die Summe N erwartete 

r 

wenn ein Ereignis von der Wahrscheinlicbkeit j^ eintritt, da 

ist [aacb Definition 5) der Wert ihrer Ens'artiing /', nnd wen 
dalier das Ereignis ausbleibt, ao verliert sie mit ilJrer Envar-' 
tung den Wert F. Wenn b3 eintritt, erhitlt sie die Summe 
iV, aber ihre Erwartung hört auf, Uir tiewinn ist deslialb 

p, 
N — /'. Da nun die Walirsclieiulichkeit des Ereigniaaes — 

ist, ist die seines Ausbleibens [nach dem Znsatze zn Lehrsatz 1 

JV" P P N — P 

— ^ — Aber ^r^ verhalt sich zu — — — wie P zu iV — P, 

NN N 

d. h. die Wahracheinlichkeit des Ereignisses verhalt sich zu 
der Wahrscheinlichkeit seines Ausbleibens wie der Verlust be 
aelneui Ausbleiben zu dem Uewinn hei seinem Eintreten. 

Lehrsatx 3. 

Die Wahrseheini iMcit, daß xwei xusavmienJi'ingends Er- 
eigttissp beide- einlrrteji, ist dm YrrhilllnU, dax uns de.r Wah 
sclieiiiltehlceil de» ersten Ereignisst's und der Wahrsehdidiefüie^ü 
des xictiteu unter der Voraussetzung, daß der ernte eintriä 
■A.iinainmemje/ieix,t ist. 

Vorausgesetzt, daß ich, wenn beide Ereignisse eintreten 



J^ 



die Summe -V erhalte, daß die Wahrscheinliclikeit hierftlr 

ist, l'erner daß die Walu'scbeinlichkeit des ersten Verliültnisaea 

— ist jnnd folglich die seines AusbleihenB — rr: — |, und daS 

die Wahrscheinlichkeit des zweiten Ereignisaea unter di 

Voraussetzung, daß das erste eintritt, -jz ist, dann ist (n«ä 

Definition ü) /' der Wert meiner Erwartung, und diese ■wiri 
gleicb b, wenn das crate Ereignia eintritt. In diesem Falli 
ist folglich mein tiewinn durch das erste l^rcignis h ^ P und" 
im entgegengesetzten Falle mein Verlust P. Deswegen verliÄlt 

sich nach dem vorigen Lehrsatze -r^ zn — v;^ — , d. h. n 



P za h — P. 



N N 

nnd danach weiter u zu N wie 



i 



N — a wie 

zu h. Aber daa Verhältnis von P v.a N iat aua dem Ver- 

liÄltnia von P zu b und dorn von h -/.m N zusammengeaetzt. 
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älao nach dem soeben Gefundenen auch aus dem Verhilltuis 
von a 7,u N und dem von b /u N, d. h. die Wahrscheinlichkeit, 
daß die beideu zu summen hängen den EreigniaaB heidu eintreten, 
setzt sich aus der Wahrscheinlichkeit des ersten und der des 
zweiten Ereignisses unter der Vuraussetzuug , daQ das erste 
eintritt, zusammen. 

Zusatz. Wenn daher von zwei aufeinander folgenden 

Ereignissen die Wahrscheinlichkeit des ersten — und die 

P . 
Wahrscheiüliehkeit beider zusammen - ■ ist, dann ist die 

N ' 

Wahrscheinlichkeit des zweiten unter der Vorausselznug, daß 

p 
das erste eintritt, — 
' a 

Lehrsati- 4. 

Wenn xwei s.usammenluimjendi' Em'ipmsfi jeden Tag titt- 
s.ahiedcn werden, und jalen Tag die Wahrsohenilichlccit rfw 

xwmten j^ urid die WahrscheiiiUclüieit beider -^ ist, und ich 

tlie Summe JV erhalte, smeie an dem ersten Tage, an weiehem 
das Aweile Rrpignis eintritt^ auch beide Ei-eignisxe ■tusmnmen 
eintreten, dann, eaijc ich, ist gemäß diesen Bedingungen die 

p 
Wahrscheinlichkeit, daß ich N erlialtti, -j- ■ 



Denn gesetzt znnäohstj sie sei — , and es verhalte sich 
y zu X wie iV — !i zu N', 

dann ist, da —- die Wahrscheinlichkeit, daß ich N erhalte, 

' N ' ' 

X der Wert meiner Erwartung. 

Aiidei-aeits ist der Wert dieser Erwai-tnng, da sie von 
dem Zusammentrcöen der beideu Ereignisse abhängt, wofür 

p 
die Wahrscheinhchkeit - ist, für den ersten Tag = P, Bleibt 

an diesem Tage der gewünschte Erfolg aus, so bleibt mir die 
Erwartnng für die folgenden Tage, die obensogroß ist wie 
meine anfilngliche Erwartung, also den Wert x hat. Da nun 
die Wahrscheinlichkeit für das Ansbleiben des zweiten Ereig- 

^ I, 

nisses am ersten Tage (nach dem Zusatz zu Lehrsatz 1) - — r— 
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oder — ist und hiermit eine verbleibeDde Erwartung von dem 

Werte x verknflpft ist, so ist der Wert dieaer Erwartung von 
vornherein = y. Aber diese letztere Erwartung erschöpft zu- 
sammen mit der Erwartung, die sieh an das Eintreten beider 
Ereignisse am ersten Tage knüpft, offenbar meine ganze ur- 
sprfingliehe Erwartung, deren Wert a' ist. Es ist demnacli 



Es ist aber weiter 



Deswegen wird 



und 



X 

X 



N—b 
N 

_ b^ 



-r-j- (die Wahradieinlichkeit, daß ich N erhalte) = -v-- 

Zusatz. Würde ich, bevor es llberhaupt bekannt ist, ob 
das erste Ereignis eingetreten ist oder niclit, finden, daß das 
zweite eingetreten ist, ao künnte ich hieraus nur schließen, 
daß das Ereignis, von welchem iiieine Erwartung abhängt, 
entschieden ist, und hätte keinen Grund, den Wert meiner 
Erwartung höher oder niedriger auzuscllBgen, als er vorher 
■war. Denn würde ich ihn geringer annehmen, so würde es 
von mir vernünftig sein , wenn ich etwas hingäbe , nm mir 
den früheren Stand meiner Erw.irluiig zurückzuerkaufen, und 
das immer wieder, so oft ich erfahre, daß das zweite Ereignis 
eingetreten ist, was doch offenbar unsinnig wäre. Der gleiche 
Widersinn ergibt sieh, wenn mau sagt, ich müßte meine Er- 
wartung höher werten als zuvor. Denn dann wäre es von 
mir vernünftig, wenn ich für einen kleinen Beti^ag diese Er- 
wartung nicht gegen meine frühere Erwartung austauscLen 
wollte, nud das in gleicher Weise immer wieder, ao oft (ohne 
daß über das erste Ereignis irgend etwas bekannt ist) ich 
erfahre, daß das zweite Ereignis eingetreten ist. Deswegen 
ist trotz der Entdeckung, daß das zweite Ereignis eingeti'eteu 
ist, meine Erwartung eben so hoch zu werfen als vorher, d. h. 
^ X, und daher ist die Wahrseheinliebkeit, daß ich JV erbalte 

3: P 

(nach Def 5) Immer noch ^j oder — ■ Aber nach jeuer 
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Entdcckimg: isl die Wnlirsclieinlichkeit, daß ich N erhalte, die 
Wahrscheiulichkeit, dali das erste der zwei zusammenhängenden 
Ureigüisse eingelreteii ist, unter dei' Voraussetzung, daß daa 
zweite eingetreten ist, wofür also die Wahi-äuheinlicLkeit den 
oheu angegebenen Wert erhält. Nun ist die Wahrscheinlichkeit, 
daß ein Ereignia eingetreten ist, dieselhe wie die Walirschein- 
lichkeit, d:iß ich retht habe, wenn ich sein Eintreten vcrnjute. 
Hiernach ist der folgende Lehrsatz eiuleuchteuil. 

Läirstäx 5, 
Wenn von xwei n.uaammenhängen'hn Wmi'jmssen du Wahr- 

sdicitüielikeit für das i^eeite - und die ^'iJirsdmtüichkeil für 

P 

beide xusnmmen -^ ist, und man enldeekl, daß d<tü zweite Er- 

eujnis wirklich eingdvetea ist, so ist für die RiehUykeü der 
Vermutung, daß das erste Ereignis t-hrnfaUs eingetreten ist, die 

p 
IVahrselieiniicitkeit -r-- 



LekrsatA G. 

Die Wahr sehe iididtkeit, daß nielirere unabhängige Ereignisse 
zusammen einfrrten, ist ein YerMlUiis, das sich aus den Wahr- 
sclieinlichkeiten aller einwineii Ereignisse ■\usamniensH-J. 

Denn nach der Nutiir unahLilngiger Ereignisse wird die 
Wahrscheinlichkeit, dali eines eintritt, nicht durch das Ein- 
treten oder Ausbleiben eines der übrigen beeinHußt, und folg- 
hch ist die Wahrscheinlichkeit, duß das zweite Ereignia einti'itt, 
nnter der Voraus aetznng, daß dies für das erste der Fall ist, 
dieselbe wie seine urspriln gliche Wahracheiulichkeit. Aber die 
WahvBcheinlicIikeit, da!l irgend zwei Ercigiiiaae znaammeu 
eintreten, ist nach Lehrsatz 3 ein Verhältnis, das sich aus der 
Wahrscheinlichkeit des ersten Ereignisses und der Wahrschein- 
lichkeit des zweiten unter der Voraussetzung, daß das erste 
eintritt, znsammenaetzt. Deswegen ist die WahrscheiulicUkoit, 
daß irgend zwei uualibringige Ereignisse beide eintreten, ein 
VerliHltnis, das sich aus der Wahrscheinlichkeit des ersten 
und der Wahrscheinliciikeit des zweiten zusammensetzt. Und 
ebenso wird, wenn das erste uud zweite Ereignis zusammen 
als ein Ereignis angesehen werden, die Wahrscheinliciikeit, daß 
drei voneinander unabhiingige Ereignisse znsammen eintreten, 
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ein Verhältnis, das sich ans der Wahracheinlic.hkeit, daß die 
eralon beiden eintreten, und der WahrscUeiiilielilieit des dritten 
zusammen setzt. Derart kann man fortfahren, wie viele aolobe 
Ereignisse auch vorhanden sind, worans die Richtigkeit der 
Behauptung erheilt. 

Zusatz 1. Wenn mehrere unabhängige Ereigniase vor- 
liegen, so ist die Wahrselieiniichkeit, daß das erste eintritt, 
das zweite ausbleibt, das dritte ausbleibt, das vierte eintritt usw. 
ein Verhältnis, das sich zusammensetzt aus der Wahrscheinlich- 
keit des ersten und der WahrscheinUchkeit für das Ausbleifien 
des zweiten und der Wahrscheinlichkeit füi' das Ausbleiben 
des dritten nnd der Wahrseheinhehkeit des vierten usw. Denn 
das Ausbleiben eines Ereignisses kann immer als das Kintreten 
des entgegengesetzten Ereignisses angesehen werden. 

Zusatz S. Wenn mehrere unabhängige Ereignisse vor- 
liegen, nnd dio WahrscheiDÜchkeit eines jeden a ist, die 
Wahrscheinlichkeit seines Aiislileiben hingegen h, so ist die 
Wahrscheinlichkeit, daß das erste eintritt, nnd das zweite aus- 
bleibt, das dritte wieder ausbleibt, das vierte eintritt usw., 
gleich abba'-- Denn wenn nach der Bezoichnnngs weise der 
Algebra -i ein Verhältnis und b ein anderes bezeichnet, so 
bezeichnet abba das Verhältnis, das sich aus den Verhältnissen 
a, hj b, a zusammensetzt. Dieser Znsatz ist deswegen nur 
eine andere Formulierung des vorhergehenden. 




Definition, 



Wenn infolge gewisser Umstände eine Wahrselieiniichkeit 
dafür entsteht, daß ein bestimmtes Ereignis eintritt, so nenne 
ich sein Eintreten oder Anabteiben infolge von diesen Um- 
ständen sein Eintreten oder Ausbleiben beim erstell Versuch. 
Und wenn dieselben Umstünde sich aufs nene wiederholen, 
so nenne ich das Eintreten oder Ausbleiben des Ereignisses 
infolge von ihnen sein Eintreten oder Ausbleiben beim zweiten 
Versuch usw., so oft sich dieselben Umstände wiederholen. 
Hiemach ist es offenkundig, daß das Eintreten oder Ads- 
Ueiben desselben Ereignisses bei so nnd so vielen verschie- 
denen Verauchen in Wirklichkeit auf das Eintreten oder Aus- 
bleiben so und so vieler verschiedener, unabhängiger Ereignisse, 
die einander genau ähnlich sind, hinausläuft. 



ä 
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Lehrsatx. 7. 

Wenn hei jedem rhtxdncn Vi^'sueli die Wuhrschehüiclikeit 
eines Erehjuissen a ist und die seines Ansbtfiihftis h, so wird 
die fVa}iri"l/i'iHlieh/.ciij daß bei j' + 5 Vcr»uclien das Ereignis 
ji wul tinlriU und q mal aimhlübt, 

EaTb'l, 

wenn E (kr Koeffizient des Gliedes mit aPi' in der Eniivick- 
lung des Biiiomials [a -i- b}P*1 iit. 

Denn das EiDtveten oder AusbleHien einea EreigDisaes bei 
Vera eil i eil eil en Veiauclien liißt sich als ebeusoviele unabhängige 
Ereigniäse ansehen. Deswegen ist [nach Zusatz "2 zn Lehr- 
satz 6} die Wahrscheinlichkeit, daß das Ereignis beim ersttn 
Verttuch eintritt, beim zweiten und dritten auableilit, beim 
vierten wieder eintritt, heim fünften anableiht usw. [nnd so 
eintritt nnd ausbleibt, bis es ji mal eingetreten und q mal aus- 
gebliehen ist), abbab naw., bis die Anzahl der n p und die 
Anzahl dey b q beträgt, d. L. sie ist <tl'bl. Ebenso wird, wenn 
das Ereignis in irgend einer andern, bestimmten Reihenfolge 
j/ mal eintritt und q mal ausbleibt, die Wahrscheinlichkeit hier- 
für oPfi''. Aber die Anzahl der verschiedenen Reihenfolgen, 
in denen ein Ereignis eintreten und ausbleiben kann, so daß 
ea im ganzen bei ji -f- 7 Versuchen p mal eintritt und q mal 
ansbleibt, ist gleich der Anzahl der l'ermutationon, welche die 
El erneuten folge 

aaa ■ ■ ■ abb ■ ■ ■ b 

zulflßt, wenn die Anzahl der a p nnd die Anzahl der h q be- 
ti-ägt. Und diese Zahl ist gleich E, dem Koeffizienten des 
(iliedes, in welchem ii''bl vorkommt, wenn {ii-\-b]P*'l ent- 
wickelt wird. Das Ereignis kann deshalb bei p -i- q Versuehen 
auf E nnd nicht mehr verschiedene Arten p mal eintreten nnd 
q mal ausbleiben. Sein Eintreten nnd Anahleiben auf diese 
verschiedenen Arten bildet ebensoviel unvereinbare Ereignisse, 
für deren jedea die Wahrscheinlichkeit al'b'' ist, und deshalb 
ist nach Lehrsalz 1 die Wahrscheinlichkeit, daß das Ereignis 
auf die eine oder andere Art bei p -{- q Versuchen jj mal ein- 
tritt und q mal ansbleibt, 

EaPbl. 
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Zweiter Abschnitt. 



1. Annahme. Ich setze voraus, daß eine ebene qna- 
dratiache Tafel oder Platt« ao angefertigt und aufgestellt sei, 
daß, wenn eine der Kugeln oder IT'' auf sie geworfen wird, 
dieselbe Wabracheinliclikeit dafür besteht, daß die Kugel auf 
irgend einen Teil der Platte fällt, wie daß sie auf einen andern 
gleichgroßen Teil fällt, und daß sie notwendigerweise irgend- 
wo auf der Platte zu liegen kommen mnß. 

2. Annahme. Ich setze voraus, daß die Kugel TF zuerst 
geworfen wird, und durch den Punkt, wo sie zu liegen kommt, 

eine Linie os parallel zu 
C G Sil l K L -I^ gezogen wird, die 

CD und Jß in n und w 
trifft, daß darauf die Kugel 
p -\- I] oder if mal ge- 
worfen wird, und daß, 
wenn aie nach einem ein- 
zelneu Wuri' zwischen AD 
und oä' zu liegen kommt, 
dies das Einti'eten des 
Ereignisses M hei eiaem 
einzelnen Versuch genannt 
wird. Dies vorausgesetzt, 
beweise ich den folgenden 
mifsaeUxL DisWahr- 
seJmhlichJönl, daß der 
I'iinkt &u>iscli6n iit/ei 
J 'viihta auf de.r Stre^kn 
AB fällt, int das Ver- 
liültnis zn>i.iclmi dem Ab- 
xtaiide der beiden J'iiiiJclc 
vnd der jiwixen Strecke 
AB. 

Man l)ezeichne irgend zwei Punkte auf der Strecke AB 
mit f und h und ziehe durch aie die Parallelen zu AD, die 
CD in ö und L treffen. Wenn dann die Rechtecke Cf, Ob, 
LA [sie sind jedesmal dnreh ein Paar diametral gegeiillber- 
tiegender Ecken bezeichnet) kommensurabel sind, so künnen 
sie alle drei in eine Anzahl gleicher Teile von derselben Gritße 
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geteilt werden. Wenn dies gearhoben ist, und die Kugel W 
geworfen wird, äo wird die WaLraclieinlichlieit, daß die Kugel 
irgendwo auf irgendeiner Anzahl dieser gleichen Teile zu liegen 
kommt, ilie Summe der Walu'acheinlichkeiten dafür, daß sie auf 
einen einzelnen dieser Teile fällt, denn daß sie beim Nieder- 
fallen auf irgendwelchen veracliie denen Teilen der i'latte AG 
zn liegen kommt, stellt ebensoviel unvereinbare Ereigniaao dar. 
Die Summe nun ist, weil die Wahrscheinliclikeit, daß die Kugel 
auf den einen oder andern Teil fällt, die gleiche ist, die 
Waiirscheiuliehkeit dafür, daß die Kugel auf irgend einen der 
gleichen Teile fällt, multipliziert mit der Anzahl der in Be- 
iraeht gezogeneo Teile. Folglich wii'd die Wahrscheinlichkeit, 
daß die Kugel irgendwo auf Gb zu Hegen kommt, gleich der 
Wahrscheinlichkeit, daß sie auf einen der einander gleichen 
Teile zu liegen kommt, multipliziert mit der Anzahl der Teile, 
die in Ob enthalten sind; und die Wahrscheinlichkeit, daß die 
Kugel irgendwo auf C^oder LA, d. h. nicht auf Gb (da sie 
irgendwo auf der Platte zu liegen kommen muJl), zu liegen 
kommt, ist die Wahrscheinlichkeit, daß sie auf einem der 
gleichen Teile zu liegen kommt, multipliziert mit der Anzahl 
der Teile, die in Cf und LA ziiaammengenommen enthalten 
sind. Somit verhilU sich die Wahrscheinlichkeit, daß die Kugel 
auf Gb fällt, KU der Wahrscheinlichkeit des (legenteila wie die 
Anzahl der gleichen Teile in Gb zn der Anzahl der gleichen 
Teile in Gf und LA zna ammengenommen oder wie Gb zu 
Cf -f- LA oder wie fb zu Bf 4- Ab. Und durch inverse Kom- 
position findet man: die Wahrscheinlichkeit, daß die Kugel auf 
fift fallt, verhfllt sich zu derselben Wahrscheinlichkeit zusammen- 
genommen mit der WahrscheinUehkeit , daß die Kugel nicht 
auf Gb lUtlt, wie fb zu AB oder wie das Verhältnis von fb 
zu AB zu dem Verhältnisse von AB zn AB. Aber die Wahr- 
scheinlichkeit eines Ereigniasea zusammen mit der Wahrschein- 
lichkeit aeinea Gegenteils ist das Verhältnis der Gleichheit; 
deswegen verhält sich die Wahracheinlicbkeit , daß die Kugel 
auf Gb fällt zu dem Verhältnis der Gleichheit wie das Ver- 
hältnis von ß zu AB zu dem Verhältnis von AB zu ^IB oder 
dem Verhältnis der Gleichheit, und somit ist die Wahrschein- 
lichkeit, daß die Kngel auf Gb fällt, das Verhältnis von fb 
zu AB. Aber nach Vorausaetznug liegt der Punkt i zwischen 
/' nnd b oder tut es nicht, je nachdem die Kugel Ti' auf Gb 
fällt oder nicht, und deshalb ist die Wahrscheinlichkeit, daß 
Punkt zwischen f und b liegtj das Verhältnis von fb zu AB. 
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Wenn nun die Reclitecke Gf, Gb, LA nicht kommenaurabBT 
sind, so kann dock die letztgeDannte WahrscheinlicLkeit nicht 
kleiner und größer als das Verhältnis von fb zu AB sein. 
Denn, wenn sie kleiner ist, ao sei sie das Verkaitnis von fc 
zn AB [wo c zwischen f und b liegt). Uann nehme man auf 
der Strecke fb die Punkte p und i an, ao daß pf größer als 
fc wird, und die drei Strecken Bp, pt, (A kommensurabel sind. 
{Dies ist offenbai' immer zu erreichen, indem man AB in 
gleiche Teile teilt, die kleiner als die üillfte von cb sind, und 
fflr p und t die Teilpunkte wählt, die auf der Strecke f/i den 
Punkten f und b am nächsten lieften.) Weil dann Bp, pt, lA 
kommensurabel sind, sind es auch die Rechtecke Cp, Dt und 
das Rechtet-k aber j)?, welches das Quadrat J C vervollständigt. 
Somit ist nach dem Gesagten die Wahrscheinlichkeit, daß der 
Punkt o zwiacheu 2' ^ud t zu Hegen kommt, das Verhältnia 
von pl zn AB. Wenn er aber zwischen p und t Hegt, muß 
er zwischen f und b Hegen. Deshalb kann die Wahrschein- 
lichkeit, daß er zwischen /' und b Hegt, nicht kleiner sein als 
das Verhältnis von j'^ ^i AB and muß deshalb grüßor als 
das Verhältnis von /'■ zn AB sein (da pt größer als fc ist). 
Auf dieselbe Art kann man beweisen, daß die genannte Wahr- 
scheinlichkeit nicht größer als das Verhältnis von fb zu AB 
sein kann, sie muß daher diesem Verhültnisse gleich sein. 

Silfssatx 2. Wenn die Kugel W geworfelt und die Linie on 
gcxogen ist, so wird die Wahrscheinlichkeit doi Ereignisses M 
bei eitiein ein'^eJnen Versuch d'is VcrhrUtnis von. Ao %u AB. 

Denn ebenso wie bei dem vorhergehenden Hilfasatz ist die 
Wahraoheinlichkeit, daß die Kugel 0, wenn sie geworfen wii-d, 
irgendwo auf dem Rechteck Do oder zwischen AD und so zu 
liegen kommt, das Verhältnis von Ao zu AB. Aber das 
Niederfallen der Kugel zwischen AD und so bei eineni 
einzelneu Wurf ist das Eintreten des Ereignisses M bei einem 
einzelneu Versuch. So ist der Hilfasatz bewiesen. 



Leiirsatx 8. 



W Es nifirde über BA die Kiirrc BghiklA gcxnchvet, tii^ 

I folgende Eigenschaft hat. Wird die ßjsis BA in irgend xwei 

I Teile geteilt wie Ab und Bb, mid vn Teilpvnkt b ein Lot cr- 

H richtet, dan durch die Knnv in l begreiixt tcird, bedeutest ferner 

^^^ y, X, » die Verhältnisse von Ib, Ab und Bb ~u AB, und E den 
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Koeffiximlm des Gliedes mit a^W in der Eitfwicklnivj des 
Binomiah [a + b)i'*'l, so soll xein 

9j ^ ExPx'i. 

Ktm hehauplf. ioh: bevor die Kugel W geworfen wird, ist die 
Wahrscheinlichkeit, daß der Punkt o xwisdmi irgend xwei 
FvnJde f und h der Sirecke AB xu licgm kommt, und gleich- 
xeitig das Ereignis M bei p + q Vci-suehcii p mal einlrUt und 
q mal ausbleibt, gegebert durch rfos Verhältnis der Fläclie, die 
durch die Kurve BghilclA 'über der Linie AB \,nnsdien dai 
in f und l au/ AB errichteten Loten fg, hl beg)-e.nxt tcird, xu 
AG, d. h. dem Quadrat über der Strecke AB. 

Beweis. 

lingenommen, der Satz aei nicht richtig, so möge daB Ver- 
hältnis gleich dem vou !~>, d. h. einer Fläche, die größer ist als 
fghiklb, zu dem Quadi'at AC sein. In den Puuktea c, d, c 
denken wir nns die Lote auf fb errichtet und nennen h, i, k 
die Punkte, in denen sie die Kurve ti'offen, Hierbei soll der 
Punkt d ao liegen, daß di das längste der durch die Linie fh 
und die Kurve begi'enzten Perpendikel ist, und die Punkte 
e, d, e sollen in solcher Zahl und solcher Lage angenommen 
sein, daß die Summe der Rechtecke bk, ci, ei, fh von dem 
Flflcheninbalte fghiklb weniger abweicht ala D; alles dies 
ist mit Hilfe der Kurven gleichung und der gegebenen Differenz 
zwischen D und der Fläche fghiklb leicht zu erreichen. 
Denn da di die grüßte der Kurvenordinaten ist, so müssen 
die ftbrigen kleiner und kleiner werden, je weiter sie sieh von 
dieser Ordinate nach der einen oder andern Seite entfernen, 
was ans der Definition der Kurve unmittelbar hervorgeht; und 
folglich ist eh größer ala fg oder irgend eine andere Ordinate 
über ef. 

Wenn nun Ao gleich Je wäre, so würde nach Hilfssatz 2 
die Wahraeheinlichkeit des Ereignisses M hei einem einzelnen 
Versuche das Verhältnis von Ae zu AB sein, und folglich 
würde nach dem Znsatz zu Lehrsatz 1 die Wahraeheinlichkeit 
seines Ansbleibena das Verhältnis von Bc au AB sein. Wenn 
demnach x und .;. die beiden erwähnten Veriiältnisao sind, ao 
wird nach Lehrsatz 7 die Wahrscheinlichkeit, daß bei ^^ + 9 
Versuchen das Ereignis M pmoX eintritt und qma\ ausbleibt, 
Ex^x-''. Aber da x und 1 bzw. die Verhältnisse von Ae zu 
AB nnd ßc zu AB siud, so wird, wenn y das Verhältnis 
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von rh zu AB bezeichnet, tj ^ Exl' i,'^, denn so ist die Ptgur 
angelegt worden. Wenn deshalb .1'» gleich Ae wiire, so würde 
die Wahvächeiulichkeit, daß bei p ■}- q Versucheii das Ereignis 
M pmai eintritt nnd f^mal ausbleibt, y oder das Verhältnis 
von ch ZQ AB sein. Und •nrenn Äo gleich Af oder einem 
mittleren Werte zwischen Ae und Af wäre, so würde die 
letztgenannte Wahraehoinlichkeit aas denselben Gründen das 
Verhältnis von fg, oder einer andern der Ordinaten über ef, 
zn AB sein. Aber ch ist die grölite der Ordinaten, die über 
cf stehen. Darnm kann nntcr der Voranaaetziing;, dalJ der 
Pnnkt irgendwo zwischen f und c liegt, die Wahrscheinlichkeit, 
daß das Ereignis M bei j; -|- 5 Versuchen ^i mal eintritt nnd 
7mal ausbleibt, nicht gröJier sein als das Verhältnis von rh 
zu AB. Da nun hier zwei zusammenhängende Ereignisse vor- 
liegen, diis erste, daß der Punkt " zwischen c und /"liegt, 
das zweite, daß bei j> -\- q Versuchen das Ereignis M jtiaa\ 
eintritt nnd '/mal ausbleibt, nnd die Wahrscheinlichkeit des 
ersten (nach ililfssatz 1) das Verhältnis von cf zu AB ist, 
nnd nntcr der Voraussetzung, daß das erste Ereignis eintritt, 
die Wahrscheinlichkeit des zweiten nicht grüßer als das Ver- 
haitnia von ch zu AB sein kann, ao folgt (ans LelrraataSJ: 
die Wabrseheinliehke-it, daß beide Ereignisse zusammen ein- 
treten, kann uieht größer aein ala daa aua den Verhältniasen 
von cf zu AB nnd von ch zu AB znaammeugeaetzto Verhitltnis, 
d, h. das Verhältnis der Flächen fh und A C. Somit ist die 
Wahracheinlichkeit, daß der Punkt o Kwiachen f und r zu 
liegen kommt, und das Ereignis M pmal einti'itt und ^mal 
ausbleibt, nicht größer als daa Verliültnis der Iteehtecke fk 
und A C. Ebenao kann die Wahracheinlichkeit, daß der Punkt o 
zwischen e nnd d liegt, nnd das Ereignis M eintritt nnd aus- 
bleibt wie zuvor, nicht großer sein als daa Verhältnis der 
Rechtecke et und AC. Weiter kann die Wahrscheinlichkeit, 
daß der Punkt zwischen d und e liegt, und das Ereignis Jil 
eintritt nnd ausbleibt wie zuvor, nicht größer sein als daa 
Verhältnis ci zu AO. Und schließlich kann die Wahrschein- 
lichkeit, daß der Punkt zwischen c und b liegt, und das 
Ereignis 3/ eintritt und ausbleibt wie znvor, nicht grüßer sein 
ala das Verhältnis von bic- zu AG. Addiert mau nun alle 
diese verschiedeneu Wahracheinlichkeiten zueinander, ao ergibt 
ihre Summe (nach Lehrsatz 1) die Wahrscheinlichkeit dafiir, 
daß der Punkt irgendwo zwischen f und b liegt und daa Er- 
dgnis .W bei p -{- <i Versuchen pmal eintiitt und ((mal aua- 
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bleibt. Addiert üihd ebenso die kon^espondierenden VerLält- 
niaäB, so wird ihre Summe das Verliitltnis der Summe der 
Vorderglieder zu dem gemeinBtimen Hintergliede, d. b. der 
Summe von fh, ai, ci, hk zu AO. Dieses Verhältnis aber ist 
kleiner ftla das von D zu AG, weil B größer ist als fh, et, 
ei, hk zusammengenommen. Deshalb ist die Wahrscheinlich- 
keit, daß der Punkt o zwischen /' und h fällt und zugleich 
das Ereignis M bei ? + 7 Versuchen pma! eintritt und gmal 
ausbleibt, kleiner als das Verhältnis von D zu ÄG, aber es 
war diesem gleich vorausgesetzt, was absurd ist. Auf die- 
selbe Weise kann man, indem man dem Kurvenstllck Rechte 
ecke wie eg, dk, dk, cl einbeachreibt, beweisen, daß die letzt- 
genannte Wahrscheinlichkeit größer ist als das Verhältnis 
irgend einer Figur, die kleiner ist als fg In klh, zu AÜ. Des- 
halb muß diese Wahrscheinlichkeit das Verhältnis selbst von 
fghiklh zu GA sein. 

Znsatz. Bevor die Kngel W geworfen ist, ist die Walir- 
scteinlichkcit, daß der Punkt irgendwohin auf die liinie AB 
fällt und sodann das Ereignis M bei ji -|- q Versuchen p mal 
eintritt und gmal ausbleibt, das Verhältnis der ganzen Fläche 
AiB zu AG. Aber es ist gewiß, daß der Punkt irgendwo 
auf AB liegen wird. Deshalb ist, bevor die Kugel W ge- 
worfen, die Wahrscheinlichkeit, daß das Ereignis M jimal 
eintritt und gmal ausbleibt, das Verhältnis der von der Kurve 
begrenzten Fläche AiB zu dem Quadrate AC. 

Lehrsatz 9. 

Wenn, heiior irgend etwas übci' die Lage des Punktes be- 
Ico/nnt i^t, &K skA Iwniissl^kn st/U/c, daß das Ereignis M bei 
}' -\- q Versuehen pm-al eingetreten mid ijmat ausgeblieben ist, 
■und ick hiernach vermute, daß der Puidd o xufixclwn irgend 
zwei Pimiciün b i»id f auf A B liegt, und ilaß folglich dk 
Wahrsdudn^ichlceit des Ereignissen M bei einem einxeinen Ver- 
ifudm irgendwo awisclmn dem Verhältnisse von Ab xm AB mid 
dem von Af xn AB liegt, so ist die Wahrseh-eiiüiclikeü, daß 
ieh recht habe, dcui Verhältnis desjenigen Teiles der von der 
Kurve begrenzten Fläche, AiB, u-elrher zioiselmt dai auf AB 
in b und f errichteten Perpendücelti- liegt^ mt der gmixem Fläche 
AiB. 

Denn da die beiden aufeinander folgenden Ereignisse vor- 
liegen: erateuB, daß der Punkt o zwischen b und f fällt, 
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und zweitena, daß das Ereignis M hei p -{- q Veranchon 
pmal eintritt uud '/ roiil ansbleibt, nnd da (nach Zusatz zu 
Lehrsatz 8) die ursprüngliche Wahrscheinlichkeit dea zweiten 
Ereigniäsea das Verhältnis von AiB zu AO und (nach Lehr- 
satz 8) die Wahrscheiülichkeit beider Ereignisse zusammen das 
Verhältnis von frihUclb zn AC ist, so ist (nacb Lehrsatz 5), 
wenn es sich zuerst herausstellt, daß das zweite Ereignis 
eingetreten iat, lind ich hiemach vermute, claß das erste Er- 
eignis ebenfalls eingetreten ist, die Wahrscheinlichkeit, daß 
ich recht Ijabe, das Verhältnis von fghiklb zu AiB, was za 
beweisen war. 

Zusatz. Wenn ich, unter denselben Voraussetzungen, ver- 
mute, die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses 3/ liege irgendwo 
zwischen und dem Vei'hilltnisse von Ab zu AB, so ist meine 
Chance, daß ich recht habe, das VerhiUtnis von Abi zu AiB. 

Erläuterung. 

Nach dem vorstehenden Lehrsätze ist klar, daß man im 
Falle eines Ereigniaaes von der Art des dort als M bezeich- 
neten lediglich ans der Anzahl Male, die es bei einer beatinjmteu 
Menge von Versuchen eintritt nnd anableibt, ohne irgend etwas 
weitei'cs Hber die Natui' dea Ei'eignissea zu wissen, einen achluß 
Ulli" die ungefähre Grüße seiner Wahrscheinhchkeit ziehen und, 
indem man nach den gcwühnlichen Methoden die dort ange- 
wandten Flllchen berechnet, die Wahrscheinlichkeit, daß die 
Vermutung richtig ist, ermitteln kann. Daß dieselbe Kegel 
auch geeignet ist, um in dem Falle irgendwelchen Ereignisses 
zu dienen, flber dessen Wahrscheinlichkeit wir von vornherein 
durchaus nichts wissen, scheint aus der folgenden Überlegung 
hervorzugehen. Betreffs eines solclien Ereignisses habe ich 
keinen Grund zu vermuten, daß ea hei einer bestimmten An- 
zahl von Versuchen eher eine gewisse Anzahl Male als eine 
andere eintieten wOrde. Denn ich kann in dieser Beziehnng 
genau so überlegen, als ob die Wahracheinlichkeit zuerst un- 
bestimmt gewesen wiire und dann so bestimmt worden wäre, 
daß kein Anlaß zu der Annahme vorliegt, bei einer gewissen 
Anzahl von Versuchen werde das Ereignis irgend eine mögliche 
Anzahl Male eher als eine andere eintreten. Dies iat aber 
genau der Fall bei dem Ereignis M. Denn bevor die Kugel 
O'geworfeu wird, was die Wahrscheinlichkeit fflr das Eintreten 
dea Ereignisses AI bei einem einzelnen Versuch bestimmt [nKoh 
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Zusatz zu Lehrsatz 8), ist äin WahrscIieiDlicLkeit, daß das 
Ereignis bei n = p -\- q VersucLen ^mal eintritt und i;mal 
juisbleibt, (las Verliilltnia von AiB /.u AC, unJ dieses Ver- 
hältois ist, wenn u ^ p ~\- q gegeben ist, dasselbe, was anch 
der Wert von p sei, wie man sofort findet, wenn man die 
Fläche AiB nach den Methoden der Iniini tesimalrechanng be- 
stimmt, lind folglich kann ich, bevor die Lage O.ea Pnnktes o 
gefunden ist oder die Anzahl Male, die das Ereignis M bei n 
Versuchen eingetreten ist, keinen firnnd haben zu deuKen, es 
werde irgend eine mögliche Anzahl Male eher als eine andere 
eintreten. 

Im folgenden werde ich deswegen als zngegeben ansehen, 
daß die in belrett' des Ereiguisaea M in Lehrsatz 9 gegebene 
Regel aneh die Regel ist, die in Beziehung anf irgend ein 
Ereignis zu verwenden ist, von dessen Wahrscheinlichkeit vor 
irgeudwelchen diesbezüglichen Veraucheu oder lieo bachtun gen 
schlechterdings nichts bekannt ist. Und ein solches Ereignis 
werde ich ein unbekanntes Ereignis nennen. 

Zusatz. Wenn wir uns demnach die ürdinaten bei der 
Kurve AiB im Verhältnis von &' zu 1 verkleinert denken, 
was in dem Verhältnis der einzelnen Teile der Figur zwischen 
den Ordinalen zueinander keinen Unterschied bedingt, und das 
von dem Ereignis M Gesagte auf irgend eiu unbekanntes Er- 
eignis anwenden, so haben wir 
den folgenden Lehrsatz, der die 
Kegel liefert, um die Wahr- 
scheinlichkeit eines Ereignisses 
ans der Anzahl Male, die es 
wirklich eingetreten und aus- 
geblieben ist, zu finden. 




Fig. 2. 



Le}irsat% 10. 

Wenn über mifr beliebige ii 
Basis ÄH [Figur 2] äie Kiiri-e 
hrsuhrii'lim wird, deren OleielmiM/ 
liiuiet 

indem y, x, x. der Bßihe nadt die Verhaltinsse sind der (auf 
ihr Basis senkrc-hf stehenden) Ordinate, eines EurvenpunJdes, 
drs Alinebnitli's au/' der Biisis x/wisi'hen dieser Ordiiiaf6 u/tid dem 
Anfcint/s-pmiictB A der Basis und des andern Abseltnities der Basis 

2* 
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xißisclisn der OrdiiMte und dem Endpimlcie H xn der ga 
Basi« ak ihrem gemeinsamen Hinlergtieds, dann beltanpfc ick, 
daß, wenn ein tinbcl-amUcs Wreigni^ bei p~\- q Versvchen pinal 
eingciri'-ten und qmal auscieblidicii ist, urtd in %wei Puiijdcn r. 
vmd f der Basis ÄH die Ordinalen cC, fF orichtä iverden, 
diie Chance, daß die WahrsctteinlicH-cit des Ereigni''fies irgmidwu 
viwisciten dein Verhältnis von Ae xu, AB und dem Verhältnis 
von ^!J «M AH liegt, das Verhältnis ist von fFC'v, d. h. drm 
Teil aer vorher heschiirbetien Figur, der zwischen den bri'len 
Ordiitnten eingcsch!osse-n ist, xu A C'FS, d. h. der ganzen übm' 
der Basis AH durch die Kurte begrenxten Flachs. 

Dies ist einleuchtend nach Lehrsafü 9 und den Hemer- 
kungen, die iu der voratehenden Erläntening und dem Zuaatz 
dazu gemacht sind. 

tJm nun die gegebene Regel praktisch brauchbar zu machen, 
müaaen wir den vou der Kurve begrenzten Flächeninhalt und 
die von ihm durch die verschiedenen Ordiuaten ahgcschnittenen 
Stöcke einzeln berechnen. 

1. Zu diesem Zwecke setae man AH ^ 1 und die Fläche 
des Quadrates HO über AH ebenfalls =; 1 voraus, dann wird 

Ca =: y , Ae =^ X, Hc = X , 

weil y, X, x bzw. die Verhältnisse von Cc, Ac, Hr zu AH 
bezeichnen sollen. Ferner wird nach der Gleichung der Kui-ve 

y = xPxl 
und, weil Ae -\- He = AH, 

a: -f- * ^ 1 . 
Demnach wird 

y = xPll — 'jY' 



= zP — qx 



p+i 



. ti-i-'i) ^p*, _ 9(g-i)(g-2) ^p^, 



4- 



Weun nun bei einer Kurve die Abszisse x und die Ordinate 
xi' ist, so ist die zugehörige Fläche 

und wenn die OrUiuate qx>'*' ist, wird die FKlche 

p + S 
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Q3W. WenD deshalb die Abszisse x ist und die Ordinale 



y =xP — qx^'^ 



7['/-l) 



xf" 



so wird die zugehöiige Fläche 



^P+i ^ a;P^a g(g — 1) a;P*' 



Demgemäß wird, wenn 



a; =: Ja = 



Äo 
AH 



i' + 3 



^ = ^" = 1^' 



die Fläche 



-p+i 



— ? 



a;P-' 



j;+ 2 



2 j> + 3 



Aus dieser Gleicbiing kann mau, wouu q eiue kleine Zahl 
ist:, leicht deu Wert des Vorhältnisaea von ACc zu 110 finden. 
Ebenso ergibt sich nach demselben Verfahren das Verhältnis 



x!'-' 



HO 



— p- 



P{P — 1) s 



rj+a 



7+1 ^?+2' 2 q+3 

Diese Reihe besteht nur ans wenigen Gliedern, wenn p Mein 
ist, und ist deshalb dann anzuwenden. 

2, Unter denselben Voraussetznugeii wie zuvor wird das 
Verhältnis ACe zu HO auch durch deu folgenden Ansdrnck 
gegeben : 

q{<l — 1] • xP*^ .i'i-- 



3(9— l).-.l -xV*-''*' 



+ ■■■ 



+ 



iP + i]lj> + 2} ■■ ■ Ip + q]ip + q + l] 



Um dies nachzuweisen, bilden wir das Diflerential dieses Aus- 
druck ea 



xl'x<ldx + ^ 



f+t ,7-, 



F + i- 



d-i.+ 



qxi- 



P + 1 



- dx 










<fs;-|- 



r 
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t.^ 



V^ 



I 



I 



Ans £ =: 1 — T folgt aber ^^^^^^H 

(1.1, = ~- ilr-; ^^^^^^H 

letzt man dies ein, so zerstören sich alle Glieder paarweise ^H 

mit Ananahme des ersten. Es ist also die Derivierte des an- ^M 

geschriebenen, als Funktion von x anfgefafiten Ausdrackes ^B 

gleich ^M 

d der Anadruck verschwindet ferner für j^ = 0. Er stellt ^M 

also in der Tat die zu berechnende Fläche dar. ^M 

3. Auf dieselbe Weise wird das Verhältnis von HGe zn ^m 
HO gleicb H 

7+T + (?-Hl)(7-F2)''"'(?+l)[? + 2)(? + 3) +■■■ ■ 

4. Wenn in der Entwicklung des Binomiais (a + fi)*''''' ^B 
der Koef&zient des Gliedes, das a^ bl enthält, mit E bezeichnet H 
wird, so wird das Verhältnis des ganzen Flächeninhaltes ^| 
ÄCFH 7M dem Quadrat HO gleich ■ 

1 1^ H 

n-i-l ' E ' ^^H 

für n ^p-\- q. Denn wenn Ag ^ AH, wird ^^^H 

x = l, ^ = 0, ■ 

und desLaib verschwinden in dem Ausdrucke, der in Art. 2 ^H 
für das Verhllltnis von ACg zu HO gegeben ist, alle Glieder ^| 
mit Ausnahme des letzten, und dieses wird ^M 

_i '1_ i^zl 1. .^H 

f n + lp-\-lp + 2"" ^^^M 

Aber der Koeflizient E des Gliedes mit a^' b'' in der Ent-^H 
Wicklung von (a -|- b)" ist ^H 

y + 1 P + '^ n^ ^^H 

Und weil wir voraussetzen, daß .1!.-= J/Zist, wird yl(7r'=^(7J3".^H 
Hiermit ist die vorangea teilte Behauptung erwiesen. ^H 

5. Das Verhältnis von A C'c zu dem ganzeu Flächeninhalte ^M 
A GEH ist (nach Art. 1 und 4) gleich S 

V xi'*' xP->-- q(g—l ] x''*^ 1 " 

U + 1 ^>+2+ 2 "'.^+1 J'^ 
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Es soll nun, wie x djia Verhältnis von Ar zu .-Ifl" bezeichnet, 
A' das Verliiiltnis von .(/'zu AU ausdrücken, dann wird das 
Verhiiltnia von ÄFf vi. Ä CFII 



VXP*' 



= ^„.+ i]-E-\——-ri-T^-h 






und folglich das Verhältnis von fFGe zu AGFH 

= [n -\~1) ■ E ■ DiQerenz der beiden Reihen. 

Halten wir dies mit Lehrsatz 10 zusammen, bd haben wir die 
folgende praktische Regel : 

Regel I. 

Wenn in. brlrrjf ciitcti Em'gni«scs nichls beifannt (>/, als dnß 
es bei p + g oder « Versuchen pnial eiitgc.trcku und qmal 
ausgeblieben isl, und ich hierruwk v.rnnile, (hiß die. IVahrscliciH- 
Jichheit seines Eintretens bei einem eintchicn Versuch xiviachen 
irijcnd zwei Graden der Wahrseheiniiciüieit X und x liegt, so 
ist die Clitince, daß irh mit meiner Vermiditiig r&'fd habe, yki'-h 

indem E den Koefßxienten des Gliedes mit nPb'i in der Ent- 
n'iclilun'j roii {a -\- fij" hciiciehnct. 

Dies ist die zur Verwendung geeignete Regel, wenn q eine 
kleine Zahl ist. Wenn dagegen e/ groß ist und p klein, äo 
vertausche man in den augeaehriebeiien Reiheu überall ji mit 
q und ersetze x durch i ^ 1 — x, X durch Z = 1 — X, 
wodurch keine Änderung iu der Differenz der beiden Keihen 
hervorgerufen wird. 

[Jede der in der vorstehenden Eegel gegebeneu Reihen 
besteht aus </+! (bzw. p-|-l) Gliedern, und die Anwendung 
der Regel verlangt die Uerechnung aller dieser Glieder. Hier- 
aus ist zu sehen, äiili die Anwendung der Regel aulierordentlieh 
mühsam wird, sowie die Zahlen q, p und damit auch n-, d. h. 
die Zahl der beobachteten Fälle, gi'oß wird. Wenn dies eintritt, 
ist die gegebene Kegel einer Umformung zu unterwerfen, die 
gestattet, mit geringerer Mllhe die in Rede stehende Chance 
auszuwerten. Dieser Umformung ist das folgende gewidmet.] 



^ 



Zweites Stück. 



(Philoflophieal TninBactiuna, Vul. 64, ITtii, pp. 298— aiO.) 

1. Wenn die Kurve JIJII dm'ch die Ordinate Dd ao in 
zwei Teile geteilt wird, daß aich Ad zu Hd verliält wie p 
zu 5, und man dann 

n ' n 

macht, so wird das Verhältnia der Fläche ADd zu dem Qua- 
drate HO: 



aP-^'bl 



P + 



+ 



P 



+ , 



5(3-1) 



P" 



9(?-l)(?-2) 



[p + 2){j, + ^){p + A) q 
Denn in diese Reihe gebt die Bei he 



5 + 



]■ 



3)P+' Zl 



+ 



'/ 



a;P*'a1-* 



i' + 1 J' + 1 P+3 



+ 



die oben in Art. 2 für das Verhältnia von ACc zu HO ge- 
geben ist, über, wenn mau 

n u 

fietzt, d. h. wenn Gc mit Dd zusammenfäüt und AGß zu ADd 
wird. Ebenso geht ans Art. 3 hervor, daß das Verhältnia von 
HDd- zu nO dag folgende ist: 



aPb^* 



'1 + 



r[ 



1 + 



P 



■ + 



p{p-l] 



1 + 2 r ^(? + 2)(5 + 3) ;,■ 



!;+ 



Hieraus folgt ftir das VerbtÜtuis der Differenz von ADd und 
HDd zu EO: 




TTiliiiitaiBfiihtwlHiihM^ 
9 f^ , ?'?— » 






+ 



9' 



fip-i] 



\q+l ' ?+l (f/-J-2i. ' (,+1,(7-1-2] ft+^f^ 



^ ■ 



2& 



)] 



Dieser Ansdrcck gili, wenn JDd größer als HDd ist Ist 
&ber HD'I größer als ADd. so ist die erste Btähc Ton der 
zweiten za aubtrahieren. 

2. [D&a fri" Glied der Reibe in der ersten runden ElAouner ist 

9(9-l)---(9-m + 2) /»" 



tp+l)(p-i-2)..-[p + m) ^-" 

das (w -|- 2)'» Glied der Reihe in der zweiten mnden Klammer 

dagegen 



p(p_H...(j,_w + 11(P_m| f^ 



■] 



Es ergibt sich demnach für das Verhältnis eines Gliedes in 
der ersteren Reihe zn dem auf das korrespondierende Glied 
in der letzteren Reihe an zweiter Stelle folgenden Gliede [der 
Ans druck 



9 + '«+2 
p-\-m 


q+m-i-1 
p+m—1 




1 

p-2 


g— »w-l-2 
p — m 




oder andere 


geordnet 










5-f 1 q 
? 


4-2 P 
q p+1 


g + 3 

p-\ 


JL . ._ 

q p 


p q + i 

+ 2 iJ~3 


p 

q '"' 


wofür man 


auch schreiben kann] 








vn+p F 


1 + 2p 
PI PI 


pq vi-¥^p 

+ •1 pq—q 


pq pq + ip 


PI 


pq-i- 2q pq 


-2q 


k P'l 


— P pq + öp pq 


-2j> 


pq + 6j) 






pq-\-3q pq — Sq pq + iq pq — iq 

Die Zahl der Glieder betragt [2 wi + 2 oder 2(w, — l) + 4, 
also] vier mehr ala die doppelte Anzahl der Glieder, um 
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welche das in Betracht gezogene Glied der erateren Reilie von 
dem ersten Glied dieser Reibe entfernt ist. [Wenn wir nun 
die Paktoren des znletzt angescliri ebenen Produktes mit Ans- 
nahine der beiden eraten paarweise vereinigen, so erhalten wir 

pq-hp P'i + ^P P'l^ + Sp'q i»'3' + 4p'g 



pq 



pq 



P^q^-q* p^'-iq^ 



Die Anzahl der Faktoren botrftgt jetzt tn -\- 2, und der (/( + 2)'» 
Faktor lantet 



oder 



p'5' — l-i*q' 



pW - f'q' "^ ' 



(i,'-,.')5' 



wobei ^t die Werte 2, 3 nsw, bis m annehmen kann. Setzen 

wir nun ji <^q voraus, so kann m selbst die Werte von 1 bis 

p — 1 annehmen. In dem vorstehenden Ansdrncke wird das 

erste Glied ^ 1 , weil der Zähler größer jils der Nenner ist, 

nnd das zweite Glied ist positiv, also ist der ganze Ausdruck 

> 1. Ebenso werden die ersten drei Faktoren der in Rede 

stehenden Faktorenfolge ^ 1 , also sind alle Faktoren und 

damit das ganze Produkt > 1. Jedes Glied der erateren 

Reihe ist also großer als das mit ihm verglichene Glied der 

zweiten Reihe.] Wenn man nun von der zweiten Keihe die 

2o 
zwei ersten Glieder fortläßt , die zusammen [^ — — - , also] 

q -\- 2 

kleiner als 2 sind, ao ist der Rest kleiner als die erste Reihe, 

und folglich kann die erete Keihe von der zweiten abgezogen 

keinen Rest lassen, der 5 2 ist. Demnach muß, wenn q^p 

iat, nach dem vorigen Art. das Verhältnis der Differenz 

2aP6' 
EDd — ADd zu dem Quadrat HO <' sein. 

j( 

3. Wenn die von der Kurve begrenzte Flüche wie vorher 
in zwei Teile ADii und HDd geteilt wird, so mögen die 
Ordiuaten Co und Ff auf beiden Seiten in der gleichen Ent- 
fernung von Dd liegen, und r mi)ge das Verhilltuis von da 
oder df zu AH aein. Wenn dann y, x, % der Reihe nach die 
Verhältnisse von Co, Ac und He zu AH sind, so wird nach 
der Natnr der Kurve 
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Aber weil das Verhältnis von Ad zu AH a ist nnd das von 
de zQ AH r, ist das Verhältnis von Ad — rfc(= Ac] zu ÄH 
a — r. Somit wird 



a — r ^ X 

nnd anf dieaelbe Weise 

ö -f- r = ». 

Es ist aber t/ = x^x^ 
und y das Verhftltitis von 

CczaAH. Deswegen ist 

Co : AH 

= {a~r)P{b'i-rf. 

Und ebenso wird 

Ff: AH 

= (a + i-)P(ö— r)-?. 

Folglich ergibt sich 

Cc:Ff 

=^{a-r)P{b + r)'i 




Fig. 3. 



4. Wenn q größer als p ist, so ist (o + »')'' (ö — '")' 
größer ah (a — r)P{h + rf, und das Verhältnis zwiachen diesen 
Größen nimmt zn, wenn r zunimmt. Denn wenn man in der 
gewöhnlichen Weise die natllrliohen Logarithmen dieser Ans- 
drttoke aufsucht und 

j) = na, q = nb 

setzt, tmI a ^ — , b ^ — (s. Art. 1), so findet man für 

n n ' 

den Logarithmus [des in Rede stehenden Verhältnisses 



^\a 



1 + 



1 + 



n\ a log 



1^^ 

a 



— Jlt^- 



1 — 



% 



und wenn man für die Logarithmen die bekannten Reihen- 
entwicklungen einsetzt] 
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Ist nun q'^p und deahalb ö > «, so sind alle Glieder dieses 
Aasdruckes positiv, und er ist ferner um so größer, je größer 
7- ist, er ist somit der Logarithmus eines Verhältnisses, das 
größer als das der Gleichheit ist, und mit r zunimmt. 

5. Nach Art. 3 ist 

Ff: Go=la + r]P{b — r]l : (a — r)P(b + r]l, 

nach Art. 4 ist 

{a + r)P{b-r}9>(a-r]P{b + r]1, 

und das Verhältnis zwischen diesen Großen wächst mit r, 
wenn q^ p ist. Unter dieser Voraussetzung Ist also auch 

Ff>Cc, 

und das Verhältnis dieser Strecken wächst mit r oder df^ de. 
Folglich gilt dasselbe auch von den Flächen, welche die Ordi- 
naten durchstreichen, wenn ihre gleichen Abszissen if/'und de 
zunehmen. Mithin ist, wenn q'^p, 

DdfF>DdeC, 

und das Verhältnis dieser Flächen wächst mit df = de. 

6. Weil 

A d ; Ild = 2> '■ q ^ 

wird, wenn q'^p, auch Ild ^ Ad. Nimmt man also auf 
Ild den Funkt l so an, daß dl ^ Ad wird, so ist nach dem 
vor^en Art. der Teil der Fläche IIDd, der über dl steht, 
größer als ADd, und das Verhältnis dieses Teiles von HDd 
zn ADd ist größer ala das Verhältnis von DdfF zu DdcO. 
Fo^lich ist um so mehr (wenn q'^p ist) der ganze Flächen- 
inhalt HDd größer als ADd, und das Verhältnis von HDd 
zu ADd iat größer als das von DdfF zu DdcC. 

7. Wenn ? >-p, ist 



Mr\« 



und 






nr\P 
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Denn die Derlvierte dea Unka stebeuden Ausdrnckes nach r ist 



,i ,.11 1 



PI 






und die Derivieile der rechten Seite in der ersten Ungleichung 
wird (weil p -{- q =z -n] 

1"1 \ ]'t \ y / 

Somit ergibt sich, dnli sich 

(-^r-('-7r(^+ir 

verhallt wie die Deririerte dos ersten Ausdrnckes multipliziert 

(- t'i 
1 1 zn der Derivierten des letzteren Ausdrnckea 
PI I 
multipliziert mit 



"7)( 



1-^1 + ^=1 



Ans dieser Proportion geht hervor, da ij^ p [und somit 



daß der Ausdruck 

11 



nr 



nr nr wr' 
P t P'l 



-7)( 






PI \ 1 

im Verhältnis zu seiner Grüße aich in stärkerem Maße ver- 
ändert als 



(i-'^T 
\ pii 



L 



Und da ihre oben ermittelten Derivierten negatives Vorzeichen 
haben, nehmen sie beide mit wachsendem r ab, folglich mnß 
von ihnen, falls sie filv einen Wert von r gleich sind, wenn 
r Über diesen Wert hinaus wächst, der letztere Ausdmck der 
größere sein. Sie sind aber beide gleich 1, wenn r = ist. 



A^ 
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P Q 

werden. Hiemach ist, Aa. a= , h = -- gesetzt war, 

n n 



Auf gleiche Weise kann die zweite Ungleichung bewiesen 
werden. Hiemach ist, da o = 
klar, daß die Ungleichuiig besteht 

[a — r)V (b + r)1 < aPbl |l — ~- V < (a + r)P[b — r}9, 

wenn 5 > p ist. 

8. Wir setzen nun voraus, es werde die Knrve EQW, 
welche die Verlängerung der Strecken Dd, Ff, df in R, Q, 
W trifft, so konstruiert, daß Ff, das sich zu Cc verhält wie 
(a-j-r)P(6 — r)9 zu [a ^ r]'P [h -\- rji (a. Art, 3), sich zu Qf 
verhält wie „ 

(o + r)P-(6-r)* zu a^b1-i\ — ~V , 

wie immer auch die Pnnkte f und c in gleichen Entfernungen 
links oder rechts von d angenommen werden mögen. Dann ist 
nach dem vorigen Art. offenbar, daß immer 

Gc < 0^< Ff 

ist. Und folglich muß auch das gleiche von den Flächen 
gelten, welche die Ordinaten bei ihrer Bewegung durchstreichen, 
wenn ihre gleichen Abszissen zunehmen. Deshalb wird 

DdeC <. RdfQ <C DdfF . 

9. Da » 

Ff: Qf= {a + r]r>{b — r)'':a1'blll — —y 

und nach Art. 3 

{a + r)P{b — r)'i = Ff:AH 
ist, mnß „ 

Qf: AH= aPb^ (l — — T 

sein, wenn wie tiberall durch r das Verhältnis d/":^/? bezeichnet 
wird. Wenn man nun das Kurvenstllck RdfQ quadriert [auf 
Grund der Formel „ 

1,* ri\ * 



\ Ml 



nV n — 2 n'-r* n — 2 n — 4 »iV 
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so ergilit sich für das Verhältnis von RdfQ zu UO der Aus- 
druck 



a^hn 1 



r ■>■<? 



■«"r^ , »1—2 v^r^ «—2 «—4 ■it' r 



■'dpq 4 
Wenn man hierin 



2-bp*<f 



fi 2-7;i''?' 



■]• 



7t- 

2^ 



einsetzt, so ßndet mau 

m'r^ . n— 2 m^T^ n—2 n—i m'r' 



n \ 11 L 



2« 



2n S 



-4 m')' 1 



Die Reihe in der KUmmei- wird, wenn ni'r' = - oder := 1 

und mithin diu Ordinate Q/" veracbwlndet, füi' B* ^ — 

d 

i(' iJ* — 1 £s B* — 1 5' — 2 B^ 
y "*" ~2S' 5" 2B^ 3B*~ ■ 7 "' 

10. Nach dieser letzten Bemerkung wird für B' ^ ~ 
das Verhältnis der ganzen Flüche RQWd zu HO 

_y279 r B' B'-l B^ 1 

Nun ist aher (nach Lehrsatz 10, Art. 4) das VerhUltnis 

ACFH^HO = ^^.^, 

indem E" den Koeffizienten des Gliedes mit a^'bl in der Ent- 
wicklnug von (n -|- 6)" bezeichnet. Deshalb ist das Verhältnis 

,_« + ! /2^ _ „.,. r_ B' 



RQWd\ÄÖFH= 



n 



Wi 



-SaPö9[B-y+--j. 



^Wir setzen nun für den Koeffizienten des mittleren Gliedes 
in der Entwicklung des angegebenen Bluomials, so daß, wenn 
n 
p = g^-^, E ^ O wird. Ferner wird dann a ^ b ^ i 

, und die Flache RQW,]. = \AGFII, denn dann sind Q(, 
I i'/", Gc alle einander gleich und folglich auch die Flächen 

M ^ 



5 
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BQWd, RDd nnd ADd. [Setzt man dieBe Werte in die 
vorige GleicbiLDg ein], so ergibt sich 

s ' _ yä^ 2"-' 

"3" "^ ~ n+l' 

Aber diese Reihe Ändert sieb [weil S' ^ -^] nicht, welche 

Werte mM auch dem p nnd 5 gibt, solange deren Summe n 
dieselbe bleibt. Folglich ist iu allen FSllen das Verliältnia 

n G 

11. Nach Lehrsatz 10, Art. 4 ist 

AOFH:UO = 



« + 1 E 
und nach dem vorstehenden Art. 9 



mr- 



2« 



n Vn L 

Oenmauh wird 

RdfQ■.ACFH='^±^.yIB-.Ean■^^r,^r-'^ 
n y,^ 1. 3 

Weiter ist nach Art. 10 das Verhältnis 

_ V^q Ea^hl 

-^^ ~ ■ _ ■ ä 



+ 



n 

Somit wird das Verhilltnis 

RdfQ:RQWd = '^.-^.\^r--'^+..Ä. 
Vn 3"-* I 3 J 

12. Nach Art. 2 ist, wenn q^p, das Verhältnis 

{lIDd - ADd] : HO < ^^ . 

Nach Lehrsatz 10, Art. 4 ist ferner das Verhältnis AG FR: SO 
oder 

(IlDd + ADd):HO = ^—- ^ 
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Demnach ist die Snmnio dieser beiden Verhältnisse, d. h. das 
Verhältnis 

2 HDd : SO < — f-- ~ + 1^-^ , 

und ihre Differenz, d. h. dii3 Verhältnis 

1 1 2af'b'i 

's 



2JZJi://0> 



n + 1 J!j' n 

Bomit mi-d weiter das VerhiUtnia 2IlDd:2ADd oder 

, ,r . ^i ^ 1 , 2a"b''\ I 1 1 2a''6''\ 

^ \»t + 1 E ' n I \n + l E n I 

oder, was dasselbe heißt, 

« + 1 



< 1 + 2 



Ea^hi 



w^- 






Aber das Verhältnis von SDif zu ADd ist nach Ai't, 6 größer 
ala das VerhiÜtuia von DdfF zu DdcG, wenn 5>j» ist. 
Deswegen wird nm ao mehr [wenn q ~^ p) das Verhältnis 

Und weil nach Art. 8 RdfQ ein Mittelwert zwischen DdfF 
und DdcG ist, wird auch 



7i+ 1 



Sa''ö'/ 



):(.-. 



«+1 



J^a''^' 



Bein, anderseits aber 

BdcG:RdfQ > (l - 2 '^^Ea?'b'i\ : (l + 3 ^^^ J/aPfis). 

8o ergibt sich die folgende 



Regel II. 

Wenn von chicm Ereignissp nichts bdcannl ist, als daß as 
bei p -\- q oder n Vprsw:}iP,n p mal ciiirjclreten und q nin} min- 
gebh'filen ist, wid ich hierimc-h veniinte,, daß die WahmrhelnhcJt^ 
keil seines Eintretens bei eitlem eimdnen Versuch xsüisclicn 




-n n 



Oihnldi KlnsBlkai. ICtI. 



% 
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li^l, so ergibt sieh, daß, iveim 



P 



Hi» = -^, a = ^, h = ^ 



2p q 



n 



ffcsciü n-ird, E den. Kucffixienleii des Olicdes mit a^bl in der 
Eatioickhiiig ron {a-\-b)" bezeichnet und 



■ m r 



n — 2 M — 4 )«' r^ 
2n 3jr 



n — 2 Wi* r* 



2 h 



+ 



genommen wird, jHeine Glian^x, recht fiu liabefi, größer i«i ah S 
und kleiiier als 



n-^-l 



Denn nach Art. 11. iat, wenn wir den hier angeschriebenen 
Wert von 2 in Reehnimg ziehen, das Verhältnis 

RdfQ:AOFH= 2. 
Aber nach Art. 8. ist 

DdfF':>RdfQ 
nnd nach Art. 12. 

DdfF:RdfQ'Ch- + 2'^^^ EaPbiy.it — s'-^^^ EaPbl\. 

Hiemach ist klar, daß das Verhältnis 



DdfF:ACFH:>2 und <:^ 



n 
\-2"±^ EaPb'i 



ist. Aber nie aus Lehrsatz 10 in dem vorhergehenden Aufsätze 
hervorgeht, ist die Chance, daß die Wahrscheinlichkeit dea 

Ereigniaaes zwischen — und — + 1' licKt fd. h. zwischen dem 

n n * 

Verhältnisse von Ad: AH und dem von Af:AH), das 
YerhältüU 

DdfF-.AOFH. 
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Demnach ist die Chance, daß ich recht habe, 

n-f-1 



1 + 2 



EaPbl 



>:S und <^ 



n 



n 



Auf gleiche Weise findet sich zwoitona iintei- dcnaelben 
Voraus setz QD gen, wenn ich urteile, daß die Wiihrscheinlichkeit 

zwischen — und — — 7- liegt, die Cbanee, daß ich recht habe. 



1—2 



Ea^m 



< 2 und > ^ 



14. 2 ^ü £:«('&'' 



DiBB ist ebenao wie der vorige Fall einleuchtend, weil 
ist, aber das Verhältnis zwischen diesen Flilcben 



> 



(1 _ 2 ü±l EaWi] : (1 + 2 ^ EaU'i^ . 



gefunden wurde. 

Wenn drittens unter im übrigen gleichen Voraussetzungen 
p'^ ij ist, lind ich ui-toile, daß die Wahrscheinlichkeit dos Er- 

eignisaes zwischen — und \-r liegt, so ist die Chance, daß 

ich recht habe, 

" + 1 



1 — 2 



< J und > .: ■ 



tt 



EaH'' 



1 + 2'^^^ E^l'l'' 



Wenn ich dagegen urteile, daß die Wahrscheinlichkeit 

zwischen — und — ■ — r liegt, so ist meine Chance 
n n ' 

w + 1 



1 + 2 



Ea.l'b'i 



> ^ und < .S 



l-2'^^^EaP}ß 




a« 
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Wenn p = q, ist meine Chance, auf welche von den 
beiden Arten ich urteile, immer genau = ^. Diese Znsätze 
können anf dieaelhe Weise bewiesen werden wie die vorher- 
gehenden Fälle, wo 9>p iat, oder sie können auch ana dem 
vorher Bewiesenen gefolgert werden, indem man das Eintreten 
eines Ereigniasea als dasselbe ansieht wie dat^ Ausbleiben seines 
Gegenteils nnd umgekehrt. 

Viertens, wenn ich unter tllirigens gleichen 
Setzungen, mag nun q'^ oder «Cj> sein, lu-teile, 
Wahrscheinlichkeit des Breigniaaes zwischen 



Voriiua- 
daß die 



n 

liegt, Bo ist meine Chance 



nnd 



n 



> 



2Z 



1 + 2 



M + l 



Ea^b^ 



und < 



2^ 



1 — 2 



n + 1 



EaPf 



Diea ist eine sofort einleuchtende Folgerung ans den schon 
erledigten Fällen, Hier ist wieder, wenn ^) = q, meine Ofaanc« 
genau ^ 2 ^. 

[Die abgeleitete Kegel II. bedarf noch einer weiteren Um- 
formung, denn ihre Anwendung kann, wenn n eine große Zahl 
ist, erhebliche Schwierigkeiten bieten, Ua dann in ihr Produkte 
mit sehr vielen Faktoren vorkommen. Ea wird deshalb im 
folgenden zunlLcbst versucht, ffir den Faktor der Eeiho in dem 
Ausdruck von ^ brauchbare Näherungswerte, die bei sehr 
großem n gelten, abzuleiten.] 



t 



Drittes Stück. 

(PhiloHophical Transaetions, Vol. 53, p. 401 — 403.] 

[1. Der Koeffizient E des Glicdea mit al'bl in der Ent- 
wickluDg von {a -\- b)" ist aehr umstaudlich zu bereclinen, wenn n 
eine große Zalil ist. In diesem Fallu Ifißt eich aber von der 
Formel Gebraiicli macliBii, die Stirlinff für die Fakultät großer 
Zahlen gegeben Lat, und welche (unter der Voraussetzung, daJ3 
n eine große Zahl ist) folgendermaßen lautet: 



1-23 



" + I 



= y27C-n ^ 



■ e 



--. + 11- 



I4-LL. 



12 n 3nOn> ' IZEOn» 



wobei jr das Verhiiltnia doa Ereiaumfangea zum Kreiadurch- 
mesaer und i: die Baaia der natürlichen Logaritlimen bezeichnet. 
Nun ist 

^_ lg---« 

1 ■2--pl -2-..g' 

also wird, wenn n und ebenso p und q aehr große Zahlen amd, 
mit großer Annilherung 



^_ l/27c«"-^2 


— H 

e 


-ki- 


1 1 

3M f.»"" 


v^/^-^.v's .-<■/■ 


+4 -r+. 


1 1 


r'+r2f- 


Dieser Ausdruck aber reduziert sich, 


da 




P + q =^ n und 


0=1 


b = 


1 


iat, auf 










1 Vn 


^M 




wenn S die Reihe bezeichnet 









s 



=.l/^--^--iU4.a-i-ll 



12 n 



?' 



^) 



360 \ /..■' 






1260 
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[Von dieser Reihe Bind nm' wenige Glieder zn nehmen, 
am eine genügende Genauigkeit zn erreichen. Aus dem an- 
geschriebenen Werte von ^j folgt: 

Ytt ¥2pq 

2. Die Reihe die in dem für — gegebenen Anädrncke vor- 
kommt, ist der direkten Ausrechnung zugänglich, wenn 

w; r <^ 1 

ist. Nimmt aber nir einen größeren Wert an, bo ist ein 
anderes Verfahren einzuschlagen, den Wert der Reihe zu finden. 
Es ergeben sieb dann zwei voneinander sehr wenig verschie- 
dene Werte, zwischen denen der wirkliche Wert der Reihe liegt. 
Zu diesen Werten gelangt man auf folgende Weise. Wir be- 
zeichnen den Wert der Reihe mit R, nehmen [also 



„ mV -,1-2 



{n — 2)(w — 4) jhV 



2n- 3n 



oder für n = vir 






daim wird 



oder wenn wir den gefundenen Wert für En^b'f einsetzen. 



V 



•Jt 



3, Wir nehmen nnn insbesondere f ^ ^^ — an, dann 

ergibt sich, daß, wenn ich nrteile, die Wahrscheinlichkeit des 
Ereignisses liege zwischen 



\-r und )■ d. h. zwischen )i -\- r nnd \ — r. 
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die Chance, daß ich reolit habe, genau ^=2* ist, wie wir in 
den Zusätzen zu Regel II gesehen haben. Wir linUeQ jetzt 
aber fflr den entgegen geselatea Wert der RoUib S] 

2' — 1 _ 2* — 1 2° — 1 _ 



2n 



360 k' 



1260»^ 



nnJ wollen die Zahl, deren natürlicher Logarithmus dieaen 
Wert hat, mit 3 bezeichnen. [Sq wird der obige Ausdruck 
für ^ 

^ ^ n + 1 R 1 

n ' y;^' b' 

4. Ea muß aber die Chance, daß ich mit meiner Ver- 
mutung recht habe, eine Verhältnis sein, daß höchstens daa 
Verhältnis der Gleichheit sein kann und sonst kleinef ist. Die 
Chance ist aber 2^, imd somit findet sich 

2^S1 
oder 



,«+1 



woraus folgt 






-^¥ 



= ■^^1 



■B. 



«4-1 



Das Gleichheitszeichen tritt ein, wenn ich vermute, daß 
die Wahrscheinlichkeit zwischen und 1 liegt, denn dann Tcr- 
wandelt sich die Vermutung in Gewißheit, die Chance ist also 
durch das Verhältnis der Gleichheit gegeben. So ergibt sich, 



dftß 

wird, wenn 
genommen wird. 



R = 



V7z 



«+1 



U 



Es ist aber hier 



in 



oder y ^ = y%^, 



2.pq 



und somit wird iu diesem Falle der Wert des Argumentes 

« = "»■= VI- 



\ 
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5. Die Reihe R muß der Beziehung genfigen 



Vtz nH n \ n } 






2 « + 1 n + 2 2w 

Um diese Behauptung zu beweisen, bilden wir die Den- 
vierte des in der Ungleichung auf der rechten Seite stehenden 
Ausdruckes. Dieselbe wird 



.('-^r 



+ 



('-f 



n+2 2m» 



Bilden wir nun die Derivierte der Reihe E nach dem fUr 
sie gegebenen Ausdrucke, so ergibt sich 

,,« — 2, »(— 2« — 4 ., 

1 — «' 4- — — M* ^ M» H 

2m 2n in 

oder 



(-^)' 



Der zuerst gefundenen Ausdruck ist aber immer größer 
als dieser letztere, wenn 

o<»<"|/| 

ist, nnd wir wollen nur solche Werte von u, die innerhalb 
dieser Qrenzeu liegen, in Betracht ziehen. Dann ist sonach 
die Derivierte des in der Ungleichung rechts stehenden Äus- 
dmckes größer als die des links stehenden R, An der Grenze 

u= y — aber werden die beiden Ausdrücke einander gleich, 

'n 

J 
den gleichen Endwert wie die Reihe R, indem er immer 

stärker zunimmt als diese; er mnß also, solange "'C l' "S"» 
fortgesetzt kleiner sein als die Reihe R. 



der rechts stehende erreicht also, wenn «bis y -^ wächst, 
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6. Die Reilie muß weiter der Beziehung geniigen 

41 









w+3 



;h4-2)(h + 4)-4m' 



Denn bilden wir die Dcrivieile des rechts stehenden Ausdruckes, 
so ergibt sich 



.vT- 



\ n I (,i + 2) [)i + 4) -in* 

Dieser letztere Ausdruclc ist aber unter den angegebenen Be- 
dingungen immer kleiner als die Derivierte der Reihe E 



(-¥f 



Da nun fUr den äußersten Wert 



u=y 



— R gleich dem 



rechtsstehenden Ausdrucke wird, dieser letztere also den 
gleichen Endwert wie R erreicht, indem er langsamer zu- 
nimmt, so muß er fortgesetzt größer als R sein, nnd die Un- 
gleichung ist bewiesen. 

7. Wenn wir auf dieselbe Weise fortfahren, erkennen wir 
folgendes:! Bilden wir die Reihe 



2 



nE 



«, -h 1 11 -\- 2 






••('-vf 



-(•-^r 



(H-{-2)(n-|-4) ■ 4m= (H + 2)[H-|-4](n-t-6] ■ 8h' ' 

HO erhalten wir einen Nftherongawei-t för die Reihe R, indem 
wir die vorstehende Reihe bis zu einem bestimmten Gliede 
auswerten. Jenachdem dies letzte Glied das Vorzeichen -f- oder 
— hat, ist der gefnndene Nilhemiigswert größer oder kleiner 
als der wahre Wert der Reihe R. 
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3. WeDD wir die so ermittelten Näliernogs werte für B in 
den Ausdiuck für 2^ einaetzen, für Ea''h'' den iu Art. 1, 
gefundenen Wert einfüLren nnd. uoch 

e^ = h 

machen, so [Snden wir, indem wir nns auf die beiden ersten 
Glieder der die Nllberungs werte liefernden Keihe beschränken, 



22 



> 



V2-/rpq ■ h 



n 

L Vit n + 2' mr \ n / J' 

und indem wir die ersten drei Glieder nehmen, 
22 



i-a^^^tlEoPfti 



< 



y2itpq ■ h 



\h—1 



+ i 



y/fc H + 2 n + i 2mV' 



VZTcpq — h {ni -+- n-i) 

71 + 1 1_/ 2m'-r* y** 

'ir\ n I 

)■■■]■ 



H + 1 



1 — 



2 mV*** ■ 



So] erhalten wir als Umformiiag der Regel II die folgende 

Regel m. 

Wenn vott einem Erdgniaa& nichts bekmmt ist, als daß es 
hei p~i- q oder n Versiiclmi p mal eingetreten wjirf q mnl aus- 
geblieben ist, und ich hiet-imch schließe, daß die Wcüirscheiiiiioh- 
keit seities Eintretens hei einem einzelnen Versuche x/ißisdien 

h '■ 'i'-nd r 

liegt, so ist meine Chance, recht xm Jtabm, 



> 



n 

27cpq-h r i^ n+1 1/ 2wVn'"^'l 

\-h{»i + n'i) L y^'n+2 mr\ n j J 



V27Tpq+h[tti + tri) 
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V^npq-h r ^1 »+1 1 / 2MtV \* 

ri 

1 n n-\-l 






1 / 2mM\' l 



Yrt « + 2 M + 4 2m^ 
wo m, 7C, h wild H für die bereits erklärten Größen stehen. 



^■syBf'By'Bf"^«^^ 



Anmerkungen. 




Die Bedeutung der vorstehend mitgeteilten- Äbhaudluiig gebt 



au3 ilir selbst ao Mut hervor, daß ea kaum nötig ist, sie bu3- 
fUhrtich uu 3 ei II all der zu setzen. 

Die Daistellnng Bayes' zeigt eine üherrascliende Beherr- 
scbuug der mathematischen Hilfamittel, aie ist in dem strengen 
Stile der alten Mathematiker gehalten und von einer schönen, 
abgerundeten Ausfillirlichkeit, die jeden Kommentar entbehrlich 
macht. 

Ihr Verfasser ist kein Berufsmathematiker gewesen. Er 
war Geistlicher nnd gehörte den Nonkonformistcn an. Sein 
Vater, Janhua Bay.s^ war seit der Üniformitätsakte der erste 
Prediger der Diasentera, der eine Öfl'enthche Stellung bekleidete. 
Thomas BaycB seibat war eine Zeitlang Assistent seines Vaters &□ 
der Kirche in Leather Laue zu London. Später lebte er, scheint 
B3, zu T QU bridge -Wells in der Grafschaft Kent. Er muß als 
Mensch nnd Gelehrter wohl angesehen gewesen sein. Von 1741 
bis zu seinem Tode im Jahre 1761 gehörte er der Eoyal Society 
an. Nach seinem Ableben betrauten seine AngehiSrigeu Pricc 
mit der Durchsicht seiner hinterlas seilen Papiere, in denen 
verschiedene Gegenstände behandelt waren, deren Verüflent- 
lichnng ihm aber seine Bescheidenheit verboten hatte. (Memoira 
of the Life of tbe Rev. Richard l'rice. By William Moiyaii, 
1815.) 3o ist eine der merkwürdigsten mathematischen Ent- 
deckungen erhalten geblieben. In dem Maße, wie man später 
die Bedeutung dieses Salzes erkannte, hat man sie leider auch 
verkannt. Es hat sich im Laufe der Zeit eine Dornenhecke 
von Unklarheiten und Mißverständnissen darum gezogen. Aber 
an Bai/es liegt die Schuld nicht, daß diese Mißverständ- 
nisse aufgekommen sind, sie sind wesentlich in Laplaces Dar- 
stellung (Mömoires prösentös par divers savants, tome VI, 1774) 
begrtlndet. Was Bat/i^s sagt, ist deutlich und cinwandsfrei, alle 
AngiifTe, die das Bai/esache Theorem erfahren hat, passen 




AnmerkmigeÄ. 



46 



nicht anf die Form, in der es Baycs selbst aiifätellt nnd be- 
gründet. Deswegen ist eä eiu Tribut der Gerechtigkeit, den 
wir ihm entrichten , wenn wir den Wortlaut seiner Arbeit 
wiederholen, und so mag man diese Neuans^abe der einzigen 
Schrift, die Baycs' Namen der Nachwelt flberlicfert hat, ansehen 
als ein kleines Denkmal für diesen Denker, der Still nnd be- 
scheiden seine eigenen Bahnen gewandelt ist. 

1} Zu S. 4 (Definition 5). Die hier gegebene Definition 
der Wahrscheinlichkeit kann befremdlich erscheinen, da sie den 
Begriff der sogenannten mathematischen Erwartung zugrunde 
legt. In dieser Weise hat aber schon Hui/ij&iis [De ratiuciniis 
in Indo aloae} die mathematische Wahrseheinliehkeit deliniert. 
Wir sind gewohnt, umgekehrt dio mathematische Erwartung c 
mit Hilfe der Wahrscheinlichkeit zu bestimmen, indem wir 

[ c = w ■ w 

setzon, wenn r die Größe des mit der Wahrscheinlichkeit w 
erwarteten Gewinnes ist. Baijcs dagegen definiert: 

e 
w ^ —• 

[ " 

Er garantiert sich so von vornherein einen unbeschränkt vari- 
ableu Wahrscheinlichkeitawert, der bei der ZurllckfUhrung des 
Begrifl'es auf die Unterscheidung der gleich möglichen Fülle 
nicht unmittelbar gewonnen werden kann. Auuh sonst erweist 
sieh ihm gerade die gewählte Definitionsart von Nutzen. 

Die Lehrsätze 1 und 6 sind die gewöhnlichen Sätze von 
der Addition und Multiplikation der Wahrscheinlichkeiten. Daß 
Baijes sie gibt, geschieht nur zur Abnindnng der Darstellung. 
Es ist daraus nicht bei ihm auf eine mangelhafte Literatui'- 
kenntnis zu schließen. Im Gegenteil scheint seine Arbeit ans 
dem Studium von Mahres Doctrlne of Chances hervorgewachsen 
zn sein. Die neue Wendung aber, welche die Ideen bei Bayes 
nehmen, zeigt sich schon in Lehrsalz 3. Grundlegend für seine 
Betrachtungsweise ist die Scheidung der zusammenhängenden 
(subseiiueut) und unabhitngigen [independentj Ereignisse. Vor- 
her hatte das Interesse den letzteren gehört, auf die ersteren 
hat Bai/ffs zuerst die Aufmerksamkeit hingelenkt. 

2) Zu S. 9 [Lehrsatz 5). Dieser einfache Lehrsatz, auf 
den der vorhergehende Lehrsatz 4 eine vorsichtige Vorbereitung 
ist, bedeutet den entscheidenden Schritt. Der mit der Chance 
eines Spielers gleichbedeutende Begriff der mathematischen 
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Wahracheinlichkeit war zunächst immer atif zukünftige Eroig- 
niase bezogen worden. Hier handelt es sich nun nm die Wahr- 
scheinlichkeit eines schon entschiedenen Ereigniäsea. Bayes' 
»Überlegung beruht auf einem Gedanken, der sich im allerein- 
fiichaten Falle wie folgt klarlegen läßt: Secha Spieler wtlrfeln 
mit einem Wdrfel und setzen jeder anf eine Nummer. Dann 
haben sie alle gleichviel einznaety-en. Nun nehme man an, 
der Würfel sei schon gefallen , liege aber verdeckt auf dem 
Tisch. Ändern sich dann ihre Einsätze? Offenbar nicht. Die 
gleiche Schkißweiae liegt anch hier vor. Das gewonnene 
Theorem wird der Formnlierung, die ea spftter erhalten bat, 
besser angepaßt, wenn das erste Ereignis, mit einem von Baycs 
seibat herrührenden Aiiadmck, als eine Reihe von Umständen 
(circumstancca) angesehen wird, die dem zweiten Ereigniaae 
vorhergehen oder oa begleiten. Ea handelt sijih dann um die 
folgenden drei WahrBcheinUclikeiten: 

1. Wahracheinlichkeit /c, daß daa Ereignis mit diesen be- 
^_ gleitenden Umständen eintritt, 

^P ä. Wahracheinlichkeit W, daß daa Ereignia überhaupt 
eintritt, 

^3. Wahracheinlichkeit p, daß, wenn daa Ereignia ein- 
getreten ist, auch ilie in Rede atehenden Umstände 
vorgelegen haben, 
— 






t 



Die direkte Zurlickfflhrimg dieser Formel auf die Definition 
der Wahrscheinlichkeit als Verhältnis der Anzahl der günstigen 
Fälle zur Anzahl der möglichen Fälle hat gut und gründlich 
V. Kries (Die Prinzipien der WahrBcbeinlichkeitarechnuiig, Ftm- 
burg 1886) behandelt. 

3) Zu S. 10. Man halte die vorsichtige Formuliernng 
Ba^/rs': »Infolge gewisser Umstünde entsteht eine Wahrschein- 
lichkeit dafür, daß ein Ereignis eintritt«, zusammen Diit der 
durch Laptacc. eingeführten Anadrncksweiae, nach der jene Um- 
stünde die »Ursache» dieaes Ereignisaea heißen. Man kann nicht 
nmhin, hierin mit Stumpf (Sitzungaberich te der bayerischen 
Akademie, Phil. Klasse, 16i32) »eine umständliche und gaaz 
überflüssige Verkehrung dea Sprachgebrauchs» zu aeben, die 
anch dann nicht an Berechtigung gewinnt, wenn man, wie 
z.B. Bertraiid (Calcul des probabilit^s , Paria 1889) es tat, 
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eingesteht, daß Wort ITrsache (cnuao) wortle hier io einem 
andern Sinne als gewi'ihnLicli gebraucht. Dem Wort« • Hypo- 
these«, das Stumpf atatt »Uraac.he« gebraiiuht wisaen wil], 
möchte ich aber den Auadruck »EntatehnngBmoduä», den 
■o. Krics vorachlÄgt, noch vorziehen. 

4) Zu y. 12 (1. Annahme). Die hier gemachten Vortiua- 
Botznugen sind fast vollkommen erfüllt, wenn eine genau nivel- 
lierte Platte auf freiem Felde bei einem Ilagelachaner auf- 
geatellt wird, Zu beachten iat aber, daß die zwei DimenBiouen 
der Platte bei der i?« i/cs sehen Konati-uktion keine EoUe spielen. 
Vielmehr denkt Baycs sich daa Quadrat in Parallelstreifen 
nerlegt, und ea handelt sich nur darum, auf welchen dieser 
Parallelatreifen die Kugel filllt. 

Tat die Lüuge der Quadrataeiten gleich 1, dx die Breit« 
der Streifen, so wird die Waliracheinliclikeit , daß Aw. Kugel 
auf einen boatiinmten der Streifen zu liegen kommt, einfach 
^ dx. Man künnte nun, ohne daß an der Schlußfolgerung 
aich etwas Wesentlichea ändert, auch annehmen, diese Wahr- 
Bcheinlichkeit aei allgemeiner ^/^(xjrfji, wo f{x) irgend eine 
Funktion des Abataiidea t, den der Sti-eifen von einer Quadrat- 
seite hat, bezeichnet. In der Tat würde diea nur eine Trans- 
formation der Veränderlichen x in eine andere y bedeuten, die 
durch die DiSerentialgleichuug 

dy = f{x)dx 

beBtimmt wird. Da das Über die ganze Quadrataeite erstreckte 
Integral 

fdy^l 

Bein muß (weil durch diea Integral die Wahrscheinlichkeit, daß 
die Kugel tlberhanpt auf die Platte fällt, gegeben wird), er- 
gibt aioli, wenn man noch // = für j: = annimmt, daß 
durch die in Rede stehende Transformation das Quadrat in 
eio anderes gleich großes transformiert wird, auf daa mau nun 
alle folgenden Betrachtungen bezieht. 

(2. Annahme.) Man kann fragen, was ffir einen Zweck 
nberhanpt das einmalige Werfen der Kugel W hat. Ea dient 
zunächst da/.u, die Walirsclieinlichkeit des Ercigniasoa M feat- 
zulegen. Statt die Kugel ir zn werfen, könnte man aneh die 
benntzte Parallele os zu der Qnadrataeite nach Willkür ziehen. 
Was durch die gewühlte Fonauliernng aber mehr ausgedruckt 
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wird, ist, daß daa Ereignis, deaaen Wahrach eiiilichk ei t empiriBch 
ermittelt werden soU, erst durcli ein anderes Ereignis bestimmt 
wird, das nur dann bekannt wird, wenn die Wabracheinlichkeit 
dea dadurch beätimmten Ereignisses ermittelt ist. Die Ermitte- 
lung dieser Wahrscheinlichkeit bedeutet also das Erschließen 
eines unbekannten Tatbestandes ans der Beobachtung von Er- 
eignissen, die durch jenen beatimmt sind. Dabei wird vorana- 
gesetzt, daß man in jedem einzelnen Falle entscheiden kann, 
ob das von dem unbekannten Tatbestände abhängige Ereignis 
eingetreten ist oder nicht. Der Sachverhalt wird klarer, wenn 
die Baypsschfi Konstruktion durch daa Beispiel einer Urae 
ersetzt wird, in der schwarze und weiße Engeln gemischt 
enthalten sind. Das Mischungaverhitltnia der schwarzen und 
weißen Kugeln bedeutet dann den unbekannten Tatbesfand, 
daa Ziehen einer achwarzen oder weißen Kugel das abhangige 
Ereignis, und hier ist sofort klar, daß sich entscheiden 1iißt, 
ob das abhängige Ereignis eingetreten ist oder nicht, ohne daß 
man den bestimmenden Tatbestand kennt. Die Baycsscha 
Konstruktion läßt sich aber leicht so abändein, daß sie den- 
Bolben Vorteil bietet. Denkt man sich einen oben offenen, 
quadratischen Kasten, in den eine Schublade hineinpaßt, denkt 
man sich ferner die Schublade etwas herauagezogen, und nun 
lasse man die Kugeln von oben in den Kasten faßen nnd be- 
obachte jedesmal, ob die Kugel in die Schublade fällt oder 
nicht, dann ist die Aufgabe: aus der relativen Häufigkeit der 
Fälle, in denen dies eintritt, zu erschließen, wie weit die 
Schublade herausgezogen war. So bewahrt man den großen 
Vorzug der un beschränkten Variabilität, den die Wahrachein- 
lichkeita werte in der Bajesschen Konstruktion darbieten. Es 
muß aber wohl beachtet werden, daß von dem bestimmenden 
Tatbestand nichts ermittelt wird als die Wabracheinlichkeit, 
die ea dem abbilngigen Ereigniaae erteilt. Was also gefunden 
wird, ist in jedem Falle nichts anderea als die Wahrscheinlich- 
keit des abhängigen Ereignisses, nnd bei dieser Bestimmung 
ist vorausgesetzt, daß ihm eine bestimmte, von Fall zu Fall 
nicht wechselnde Wahi'scheinhchkeit zukommt. Wenn der be- 
stimmende Tatbestand eine solche Wahrscheinlichkeit garan- 
tiert und von ihm nichts unbekannt ist als der Grad von 
Wahrscheinlichkeit, den er dem abhängigen Ereignis verleiht, 
BO läßt sich ans den Beobachtungen dieses Ereignisses jede 
Wahrscheinlichkeit mit größerer oder geringerer Sicherlieit, 
aber in keinem Falle mehr ermitteln. 
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5) Zu S. 13. Ich habe mich nicht für berechtigt gehalten, 
die umatänilliche Ausdruckawtiise der alten Pro poilioneo lehre, 
die hier angewendet wird, abzuändern, um der Beweisführung 
nicht ihr charakteriatiaches Gepräge zu nehnien. Inverae Kom- 
position bedeutet, daß man aus der Formel 

die Formel 

x:{x + y) = a : [a. -\- b) 
ableitet. 

6) Zu S. 17. Das Verhältnis der Flache ^tß zu AO, von 
dem Bnyes hier spricht, litßt sich wie folgt healimmeu. Wird 
die tiuadratacite Aß^l genommeu, au ist der Quadi'atinhalt 

Die Ordinate der Kurve füi' die Abszisse x bat den Wert 



und hierbei ist 






E = 



j.\q\ 



Somit ergibt sich der gesuchte Fiacheuiuhalt 
1 1 

ÄiB = ^yd.= ^-^±^^x^l-.)1dx. 



u 

Dies lütegnd wird uuteu ausgeführt, es findet sich 

ÄiB (p-\-q)\ 




^*^ = ^ = 



l\q\ 



plql 



1 




Dies wird apSter (Art. -J-, 8. 22) benutzt. 

7] Zu S. JS. Dieaes Schulion ist für die richtige Auf- 
fasäuüg des nun fulgenden Bayesschen Theorems von großer 
Wichtigkeit. Die Angrifle und Mißdeatungen, denen das Theo- 
rem ausgesetzt gewesen ist, erklären sich zum groüen Teil 
aus der Kichtbeiichtnng des hier Gesagteii. Bayis hat durch 
seine Definition des unbekannten Ereignisses die Grenzen deut- 
lich bezeichnet, innerhalb denen das Theurem giütig ist. Daß 
diese Grenzen enger sind als die Ausdehntnig, die man in der 
Folgezeit dem Theorem zu geben suchte, ist nicht seine 

Oatwilds Klassik Dr. Ion. 4 
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8chnld. Um das eklatanteste Beispiel zn nennen, der Anfgang 
der Sonne ist gewiß Itein nnbekanntes Ereignis in Batfes' Sinne. 
Für Baijes ist es genug, au einem reiilisierbaren nnd ehurak- 
teristi sehen Beispiele die Bedlngnngeii des Lelirsatzes festgelegt 
zu hüben. Wie weit sieh derselbe anf Ffljlc des pniktischeu 
Lebens anwenden Iflßt, bleibt bei ihm eine offene Frage, so 
sehr ihn auch alles drängt, sie bejahend zu beantworten. 

8) 7.U. S. ID (Lehrsatz 10]. Uie umständliehe geome- 
trische Formulierung dieses Lebraalzes, der das Bayesaehe 
Theorem daretelU, wird vermieden, wenn man die Bezeich- 
nung der Integralrechnung anwendet. Setzt mau ^ /7 = 1 , 
also ;. ^ 1 — x nud, wie es spütar gescliielit, Ac = x, Af= X, 
so gibt der Lehrsatz den folgenden Wert für die Chance iv 

X 

X 

1 ■ 

fxP{l~x]'idx 



lu dieser Form wird das Buyesschn Theorem gewöhnlich ge- 
geben. Um Bayes' Darstellung zn verstehen, muß man sich 
erinnern, daß in England die Integralbezeielinung verpönt war, 
weil ihr Urheber Lcihniz als Plagiator Nnrloim galt. Des- 
halb hielt mau an der nneudlieh umständlichen geometrischen 
Ausdrucks weise fest, nnd es ist bei dem einzelnen, so auch 
bei Baya, kaum zu sagen, wie weit er die kontinenlale Mathe- 
matik überhaupt gekannt hat. 

9] Zu S, 21. Uie in Art. 1 gegebene Formel bedeutet, 
daß das Integi-al 



tC: 



./ 



xP{l — x)''dx = 



xP^_ x''*^ g (g-,l ) a;P*» 
P + 1 ''p + 2 2 7; -1-3 



wird. 

10) Zu S. 22. Die in Art. 2 abgeleitete Formel ISLßt sich 
auch auf folgende einfache Art gewinnen. Dnrch partielle 
Integration ergibt sich 



F 



a:P(l— a:)'rfa: = 



a!P+>(l_x)? 



J' + l 



V + 



-|x'— (1- 



x)^-^dx. 
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Weiter auf dieselbe Weise 












Fährt man so fort, so erhält man: 

J,. (1 _ .j,,_ ___ + ______ 

" , q[q-l)-x^*^{l-x)1-' 



(p + l)[j7 + 2){^4-3) 



■ + ■ 



Dies aber ist die im Text gegebene Formel. Das lotete Glied 
der iteihenentwicklang lautet: 



Dieses Glied bleibt allein übrig, wenn man die obera Gremse 
des Integrals = 1 nimmt, und so ergibt sich: 



fxP f l — x)<ldx = X-'Z---[q- 



-l)g 



Setzt man diesen Wert in die Formel för die Chance w, daß 
die Wahrscheinlichkeit des Ereignisses zwischen x und X liege, 
ein, so ergibt sich 

X 

11) 7m S. 24ff. [Die Bayessuhe, Kurve). Wir wollen 
die Kurve, deren Gleichung lautet: 

y = exP{l-x)9, 
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wenn r eine heUobigc Koiiatiinte, p, q ganze Znlilon hcdeiiteD, 
einfach als BrnjcsiuVa Kurve l.iezci ebnen nnil der Übersicht^ 
lichkeit wegen ihre Haupte igen Schäften, ilie zum Teil auch von 
Prjfc angegehen aind, hier ztisaminenatellen. 

Die Knrve iat vom Typns der allgemeiDen Parabeln und 
vom knrrentheoretiHchcn Standpunkte eine alge1)r3ische Knrve 
der Ordnung p -{- q^n mit einem [n — 1) fachen Punkte, der 
nach der Richtnng der ^-Achse zu in unendlicher Eulfemnug 
gelogen ist. 

Die Kurve berührt die ar-Acbae p— Ifach im Koordinaten- 
nrspmng (li,-^0) und '/ — 1 fach im Pnnkle:r=:l. Ffir die 
gegenwärtige Untersuchung kommt nur das Knrvcnstfick in 
Betracht, das über der Strecke der 3;-Acb86 von a: ^ bis 
a; ^ 1 liegt. Fftr diese Strecke ist y immer positiv. 

"Wir bilden nun 



dx 



=-'c-^)'ß-r^] 



und seheu sofort, daß die Kurve zwischen x=^0 und x^l 
ihren bdchaten Pnnkt erreicht, wenn 





P ? 


also 
Setzen wir nun 


X 1 X 

u 



d'y 



so ei'gibt sich auf einfache Weiae die quadratische Gleichung 
fUr X 

n{n — l]x'—2p{n — t]x-\-p{p-' 1) = 0, 

indem wir die Werte a: ;= und j: = 1 hier nicht berfk-k- 
sichtigen. Nennen wh- die Wurzeln der quadratischen Gleich- 
ung x^ und x^, so wird 



X,+X^ p 2r, — T, 



»■ 



= 1 j/ PI 

n ' II — 1 



Also hrsilX'l dtm Kurvciislüel; xwisehen x = und x = 1 
immer iivei Wci/depuiilcte , die von der größten Ordhiafa nach 
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beiden Seiten gleich weit entfernt 
dieses Abstanies 



sind, und xivar ist die Grösse 



1 ]/ P^ 
n ' n — 1 



Verächieben wir das Koordinatenkreun längs der .«-Achse, 
bis die größte OrdiQale der Kurve in die ^/-Achse füllt, und 
nennen r die neue Äb3zis8e, so wird 

K^a + r, 1 — x = b — r, 
wenn 

P_ ^__ 

Dann wird die Gleichung der Kurve 



a = —. 



angenommen wird. 



9'(-i)' 



indem r/^ ^ ea^bl die Maiimalordinate bezeichnet. 

Bayes fOhrt nun eine Mittelknrve ein, die durch die 
Gleichung gegeben ist: 



»-M'-S^- 



Diese Mittelkurve hat die charakteristi scheu Eigenschaften, daß 
aio 1. symmctriach bez. ihrer Maxim alordinato ist, und 2. ihre 
Wendepunkte in denselben Ordinaten liegen wie die der vor- 
gelegten Kurve. 

Bnyes beweist dann, daß, wenn ij und y, zwei Ordinaten 
der letzteren Kurve sind, die zu entgegengesetzt gleichen 
Werten von r gehören, und y' die Ordinate der Mittelkarve, 
die zu denselben Werten von r gehört, 



für p<_q: 
fdr jj>7: 



y,>y'>y 



g.dem y die zu positivem r gehörende Ordinate bedentet. 
en wir die logai-ithmische Derivierte von der Ordinate y 
lesaahea Kurve, ao ergibt sich 



d log y 
" dr 



i^-^- 
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sehr kloin, so 



Ist ntitt M sehr groß, r sehr klein, so wird angenähert 
dlog y 

a-\-h nr 



— nr - 



ab 



und hieraus folgt, da für r^:0 !i = y„ wird, durch lote- 
gration 



' = '/„ • e 



2ab 



Anderseits wird, wenn ti sehr groß, die Ordinate der Mittel- 
kurve 

/ 2 Hr^" 

mit großer Änuühernng 

•_ t 

I iah'' 

Also wird ftlr sehr großes n 

die Bayesscbii Kurve fällt mit der Mittelkurve zusammen. 
12) Zu S. 27 untern. Gemeint ist die Reihenentwicklung 

1, 1+a: 
Diese folgt aus den Reihen 



1 , 1 + a: , x" !C' a;^ , 



log [1+^1 = 3;--^- + ^-,- + 



durch Subtraktion und war schon vor dem Tuy/o;* scheu Lehr- 
sätze, aus dem die letzten Reihen eine einfache Folge sind, 
in England bekunnt. Die erste dieser beiden Reihen z. B. 
leitete man wobl durcli gliedweise Integration aus der ein- 
fachen Reihe 

_A_=i_^ + ^._^> + ^. 

her. — Man beachte, daß j' < a <r & ist. 



Anm erklingen. 



ÖÖ 



13) Zu S. 31. Die hier zum ersten Male eingeführte 
Gföüe 



m 



y 2p q 



hat spater eine große Bedentnng gewonnen, weil sie ein Maß 
für die Genauigkeit der empiriacheii Wahrscheiulichkeita- 
bestimmnng liefei't. Set^t man ein 



Bo wird 



n n 



' 2ail — al' 



nnd man sieht, daJ] die Genauigkeit wie die Quadratwurzel 
au3 der Zahl der beobachteten Falle steigt. 

14) Zi* .5. 3-i. Was die in der Formel fflr — vorkommende 
Reihe betrifft, die, wenn wir mr = M setzen, lautet: 



^="-3+ 



M — 2 «^ 



rt 



2 K — 4 



2w 5 2n 3k 

n 



7 ^ 



und, gerades n vorausgesetzt, im ganzen ir + 1 Glieder um- 
faßt, ao wird später im Test noch benutzt, daß 

dB_l _^\^ 
du \ n } 

Weil ferner für u^O auchW^O wird, lUßt sich aclireiben: 



I 



-Ji-"i 



du. 



16) j3m S. 36'. Nach Bayes' Auffassung wird das Resultat, 
das atiB der Beobachtung des Eintretens und Ausbleibens eiuea 
Ereignisses in einer AuzaLl von Fällen fllr die Wahrschein- 
lichkeit dieses Ereignisses sich ergibt, vollständig reprilsentiort 
durch die von ihm eingeführte Kurve, deren Ordinalen y = (fi{x) 
Bind, wenn 



k 
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gesetzt wird, woraus 



folgt. 



1 



Der wahracheinlichate Wert der Wahracheinlichkeit ist der 
Wert der Ahszisae, für den die zugehörige Ordinato ein Hasi- 
muoi wird, näiulicb der Wert 

"'-;- + ? 

Statt des wahracheinlicliHten Wertes liann raan, um 
einen alj gekürzten Ausdruck dea durch die Beobachtungen 
gelieferten Eesnitiiteä zu haben, auch den mittleren Wert a;^ 
wählen, der durch die Gleichung 

j 

n 
definiert ist. Führt man das Integi'al aas, so ergibt sich 



ip±_1 + 



>llLp + i(i_ 



x)''dx 



oder 






^■ 



_p + l 



p + q + 2 



Die Bedeatung dieses Ausdruckes kann nach Baj/cs keine 
andere als die soeben angegebene eines Mittelwertes sein. 
Dagegen kann nur von einer bestiraraten Wahracheinlichkeit 
des Ereigniäsea die Rede sein, die aich von Versuch zu Ver- 
snch (oder von Fall zu Fall) nicht ändert, mit Sicherheit 
aber aus den angestellten Beobachtangen allein nicht ermittelt 
werden kann. 

Die weiter gehende Deutung des Wertes z,„ als der Wahr- 
scheiulichkeit, daß, nachdem das Ereignis j>mal eingetreten und 
ijmal ausgeblieben ist, es das nächste Mal wieder eintritt, liegt 
— man mag im (Ihrigen über sie denken wie man will — 
außerhalb des ^^esschen Gedankenkreises. 



■■M 



Annierkuugeii. 
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16} Zu S. .?7. Die benulüte Formel findet aich in Sfii-Iiiujs 
Methodua differentialis (London 1730) auf S. 135. Sie 
kann in der Form gegeben werden: 

log(nl)=logy27r+ U + g 1 log» — " + ^s ^ - + A "^ 
{2k — 2)] , ^ {2k]l 

(0<E<1), 

indem die Koeffizienten durch die Reliiirsionsformeln bestimmt 
werden : 

1 1^ 
3f 

8 1^, 



A— 2 " «f 



^*—2 B! 
^"— 2 "7! 



3!' 
5! " 



31 



naw. 



Was Slii-lmg an dieser Reihe neu gefnnden hat, ist aber nnr 
das konstante Glied log y2;c, das er mit Rilfe der ITaftsachen 
Formel bestimmt zn haljen scheint. Abgesehen von der Form 
dieses konstanten Gliedes hjitte schon Maivrc die Heike auf- 
gestellt. Sein Ausgangspunkt war dabei der Zweck, zu dem 
auch hier die Formel benutzt wird: die Berechnung dos größten 
Gliedes in der Entwicklung des Binomials (« + ^)"- 

17] Zn Seiln 43. Die Saycssche Analyse gestattet die 
modcvne Schreibweise des Anadruckes, dem sich die Reihe R 
bei unbegrenzt wachsendem a nftbert, sofort zu finden. Es 
ergibt sich (vgl. 8. 55) 

2m'\2 



du \ n I 



du 



= 6 " ^ 



[Bei unbegrenzt wachsendem n wird dies 
dB 
nnd V 



nnd weil die Reihe Ä für m = verschwindet, wird dann 



du. 




58 



ÄninerknnKBii. 



Hieraus findet man weiter auf aehr einfache Art den Aus- 
druck, dem sich der Sajfssche Wert 2— bei unbegrenzt 
waohBendem n näliert. Zunächst wird der Ansdruck S [S. 37), 
wenn ii, p, q sehr groÜe Zahlen sind, sehr klein und deninacli 
ang^enähort 

e*' = 1. 

lu dem Ausdruck für ^ kaun nun weiter für sehr großes vi 

' = 1 gesetzt werden, und dann et'hUlt man 



n 



Hierbei ist 



wenn 



u 


' 2v 



n 



22>q 



und ^- 



die Grenzen sind, zwischen denen die WahrBcheinliclikeit ver- 
mutet wird. 

Wenn nun im 4. Zusatz znr 2. Regel (S. 36) der Näherungs- 
wert für das Maxim&jglied in der Binomialreihe eingesetzt 
wird: 



Eal'bl 



-V 



Zjipq' 



wie er sich aus der Formel auf S. 38 oben für r * ^ 1 ergibt, 
dann findet mau für die von Bnijes gegebenen Grenzen der 
Chance I' mit gi-oßer Annäherung; 






<r<ai 1 + 






Beguägt man sich mit dem mittleren Wert 2^, so läßt siuli 
das Sa.7c*-ache Theorem in der Form aussprechen; 

fFemi von einem Ereignisse nichts bekannt ist, ak daß 
CS in einer sehr großen Änxakl « von Fällen piiml eingetreten 
und qmal ausgeblieben ist, und ick hiernach scJiließc, daß die 
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Wahrscheinlichkeit seines Eintretens in einem einzelnen Falle 

zwischen den Grenzen 

n ' n n ' rtr 

liegt, so ist die Chance, daß ich redit liabe, 



^ 

y^ 



J 
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